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PRÉFACE 


Jacques Bernoulli, dans son œuvre posthume ("), a introduit, 
par une méthode parfaitement élémentaire, la suite infinie des 
nombres rationnels, devenus plus tard célèbres dans l'Analyse 
sous le nom de Nombres de Bernoulli, et le géomètre suisse a 
calculé les cinq premiers de ces nombres. 

_ Euler (*), une vingtaine d'années après Bernoulli, a trouvé 
de son côté les nombres de Bernoulli, évidemment sans con- 
naître la découverte de son compatriote. La méthode d’Euler, 
savoir l'étude de la formule sommatoire qui porte son nom, 
est aussi parfaitement élémentaire. 

L'immortelle Zntroductio (*) d'Euler donne les valeurs en 
décimales des coefficients rationnels &, qui figurent dans la 


formule 


de n—1 jusqu'à n —13, mais l’illustre géomètre n'a pas 
observé que la partie essentielle et apparemment irrégulière 
de ces coefficients «, est précisément formée par les nombres 


de Bernoulli. 


(?) Ars conjectandi, p. 97; Bâle, 1713. 

(2) Methodus generalis summandi progressiones (Commentarti 
Petropolitanæ, t. 6, 17939). 

(3) Introductio in Analysin infinitorum, art. 168; Lausanne, 1748. 
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Mais une dizaine d'années plus tard, Euler (!) a déchiffré les 
énigmes des coefficients susdits en retrouvant, pour la seconde 
fois, les nombres de Bernoulli comme la partie essentielle des 
coefficients des séries de puissances qui représentent les fonc- 
tions trigonométriques méromorphes 


I 


otæ, ©! x = 
Eee Etc 
et cette fois il reconnaît expressément la priorité de Bernoulli, 
car il dit : 


« ... vodeisti numeri, qui ab Inuentore Jacobo Bernoulho 
vocari solent Bernoulliani. .. » 


Or, cette belle découverte d'Euler a été fatale pour le déve- 
loppement de la théorie des Nombres de Bernoulli, parce que 
sa grande autorité a poussé les géomètres à appliquer presque 
exclusivement dans les recherches sur ces nombres rationnels 
des méthodes transcendantes. 

En effet, on a généralement rattaché les nombres de Ber- 
noulh aux fonctions exponentielles et trigonométriques, de 
sorle que les résultats obtenus se présentent comme des consé- 
quences des identités contenant de telles fonctions. Et l’on a si 
parfaitement oublié la formule récursive 


SE 
ON | = n +I 
= eo na )B. (n=2Y, 


(') /nstétutiones calculi differentialis, p. 420; Petrograd, 1739 


‘ 
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que l’on attribue généralement à Moivre et à Jacobi la formule 
susdite, selon que » est pair ou impair, et l’on dit ordinaire- 
mentque Moivre a trouvé la première formule récursive pour le 
calcul des Nombres de Bernoulli! 


On a même poussé si loin la méthode transcendante qu’on 
s’en sert pour déduire, par des procédés assez compliqués, des 
formules récursives qui ne sont autre chose que des consé- 
quences immédiates de la formule fondamentale de Bernoulli 


n+1 n il n EL | 
Se + EE + DT ( À Barre 


obtenues en attribuant simplement à p des valeurs spéciales, 
par exemple p = 2,4. C’est simplement pour mettre en pleine 
lumière l’absurdité de ce procédé que j'ai développé, dans le 
Chapitre VITE, un si grand nombre de formules de ce genre. 

Or, il faut remarquer expressément que plusieurs des plus 
belles découvertes concernant les Nombres de Bernoulli sont 
obtenues par des méthodes parfaitement élémentaires, ce qui 
a lieu par exemple pour les formules récursivés incomplètes de 
von Éttingshausen (‘) et pour le théorème fondamental de 
von Staudt (?). Mais ces géomètres distingués ont prêché 
dans le désert, parce que l’on a appliqué, jusqu’à notre temps, 
la méthode transcendante. 

Îl est, à ce point de vue, très regrettable que Gôüpel (*), en 
mentionnant le Livre de von Ettingshausen, ne dise rien sur 
les formules intéressantes que contient cet Ouvrage; autre- 


(*) Verlesungen über hohere Mathematik, t. 1, p. 284-285 ; Vienne, 
1827. 

(2) Journal de Crelle, t. A, 1840; p. 372-374. 

(®) Archiv de Grunert, t. 8, 1845; p. 65. 
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ment on n'aurait certainement pas prêté à von Seidel (*) et à 
Stern (?) l'honneur d’avoir découvert les premières formules 
incomplètes de ce genre, un demi-siècle après la publication 
du Traité élémentaire de von Ettingshausen. 

Et c’est la même chose pour beaucoup d’autres résultats 
concernant les Nombres de Bernoulli; citons par exemple les 
formules récursives incomplètes d’une forme entièrement dif- 
férente, trouvées par van den Berg (*). Le Jahrbuch (*) ne 
cite aucun résultat exposé dans le Mémoire très remarquable 
du géomètre hollandais. 

Généralement on peut dire que la plupart des géomètres 
qui se sont occupés des Nombres de Bernoulli n’ont pas étudié 
assez attentivement leurs prédécesseurs, ce qui amène des con- 
séquences assez curieuses. 

On lit, par exemple, dans un compte rendu de feu 


M. Lampe (° ): 


« Die allgemeine Herleitung der Formeln, durch welche S” 
und S;S,5,... als lineare Ausdrücke verschiedener S, (°) dar- 
gestellt werden, hat Referent im Journal für Mathematik 84, 
p. 270-272 gegeben.... Der Verfasser des vorliegenden 
Aufsatzes hat offenbar weder diese Verôffentlichungen noch 
andere auf den Gezenstand bezügliche kennen gelernt ». 


Or, cette juste critique retombe en quelque mesure sur son 


(*) Sütsungsberichte der Münchener Akademie, 1877, p- 164-165. 

(?) Beiträge zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen 
Zahlen (Mémoires de la Société de Goettingue, 1878). 

(*) Verslagen en  mededeelingen der Koninlijke Akademie 
Amsterdam, 2° série, t. 16, 1881; p. 69. 

(*) Jahrbuch über die fortschritte der Mathematik, t. 13, 1881; 
P: 193. 

(5) Zbid., t. 38, 1907, p. 314. 

(°) Les S; sont les sommes de puissances. 
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auteur lui-même, parce que Lucas (‘) a publié, trois ans 
avant Lampe, un développement de la forme susdite du pro- 
duit de deux sommes de puissances Sn (p)ietio.(p)(e). 

En me décidant à développer plus amplement ma théorie sur 
les nombres de Bernoulli et à écrire un Traité sur ces nombres 
célèbres, je m'étais proposé de consulter aussi soigneusement 
que possible la littérature mathématique pour résoudre des 
questions de priorité. Les cas ci-dessus mentionnés de von 
Ettingshausen et de van den Berg prouvent assez la nécessité 
de ces constatations. 

Or, la guerre m’a empêché de mener à bien ces recherches, 
parce que nos bibliothèques ne possèdent qu’une partie assez 
modeste de la littérature scientifique nécessaire pour la résolu- 
tion satisfaisante des problèmes que je viens d'indiquer. 

C’est pourquoi je prie Messieurs mes collègues d’excuser si 
Je ne rattache pas leurs noms à des développements qu'ils ont 
donnés. Une telle omission signifie simplement que je n’ai pas 
pu constater avec sûreté leur priorité d'auteur des développe- 
ments en question. 

Quant à ma théorie élémentaire des Nombres de Bernoulli, 
on voit que ses fondements sont les polynomes symétriques, 
ou, ce qui est la même chose, l’équation fonctionnelle 


f—az—i)=(— 0" f(x), 


où f(æ) est un polynome du n°" degré, méthode élémen- 
taire qui est beaucoup plus fondamentale que la méthode sym- 
bolique, développée notamment par Lucas (*), parce qu'un 


(*) Nouvelles Annales, 2° série, t, 14, 1875, p. 492. 
(2) Le Jahrbuch, t.T, 1875, p. 127, ne mentionne que le cas part- 


culier m— n. 
(3) Voir notamment Annalt di Matematica, 2° série, t. 8, 1877, 


p. 56-79. 
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polynome symétrique donne immédiatement des résultats 
concernant tous les nombres B,,, E,, T,. 

La guerre a aussi beaucoup retardé la publication de l’étude 
présente, et je saisis cette occasion pour adresser mes remer- 
ciements à nos deux fonds scientifiques, la Fondation Carlsberg 
et la Fondation Rask-Oersted; sans les secours que j'en ai 
reçus la publication de mon Ouvrage aurait été retardée 
indéfiniment. 


Nxzs NIELSEN. 


Copenhague, le 21 novembre 1922. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


DES CLASSES DE POLYNOMES ENTIERS. 


CHAPITRE L. 


THÉORÈMES ET FORMULES AUXILIAIRES 


I. — Polynomes identiques. 


L’équation algébrique du degré n 


(1) f(x) =4T + dei +... + ATP +... + Ant + an=0 


est identique, pourvu qu'elle soit satisfaite par une valeur quel- 


conque de x. 

Cette définition adoptée, il est évident que l'équation susdite est 
identique, pourvu que tous les coefficients a, s’évanouissent, 
Savoir : 

(2) À NN — An 10: 

Or, il est très facile de démontrer que ces conditions suffisantes 
sont nécessaires aussi. À cet effet, supposons que les à + 1 nombres 
quelconques mais inégaux 
(3) LA L3, X3, ne M OU/E An+1 


NIELS NIELSEN 
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satisfassent à l'équation (1), nous aurons les »? + 1 équations 


CR TR AE ee rh 


do 4} ia EE ne An + An —O;, 


dors + Mari +... KGn-1 Anti + An = 0; 


linéaires et homogènes par rapport aux coefficients ap, équations 
qui représentent évidemment une condition nécessaire pour que 
l’équation (1) soit identique. 

Cela posé, il est évident que le- déterminant des équations 
linéaires (4) est différent de zéro, parce qu’il est égal au produit de 
tous les facteurs de la forme 


= 
Chat P 74; 


de sorte que les équations (4) entraînent nécessairement les con- 
ditions (2); c’est-à-dire que nous avons démontré les deux théo- 
rèmes suivants : 


+ ; rer " 1 » 
I. L’équation algébrique (1) est identique, pourvu que tous 
ses coefficients s'évanouissent, et seulement dans ce cas. 


Il. Une équation algébrique du degré n est identique, pourvu 
qu'elle soit satisfaite par nr +1 valeurs inégales de l’inconnue. 


Les deux polynomes entiers 


(C5) f(x) = aoxt+ art ie + ap Tr ar, 


(6) pr) = box + biz +... + b, ;x +0, 
sont identiques, pourvu que l’équation algébrique 


J(x) 


CDN 


soit identique, définition qui donnera immédiatement les conditions 
suffisantes et nécessaires 


REP; 
“a aq = bg (0£g£n). 


De plus, nous aurons cet autre théorème : 


Il. Deux polynomes entiers par rapport à x, du degre n au 
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plus, sont identiques, pouroeu qu'ils soient Cgaux pour R +1 
valeurs inégales de la variable x. 


Nous avons encore à démontrer, comme application directe des 
développements précédents, le théorème suivant : 


IV. Soit F(x) un polynome donné du degré n, et soient 
(8) fo(æ), Jar, fax), AE fn(æ) 


n +1 polynomes donnés, tels que f,(x) est toujours du degré p, 
il'est possible de déterminer uniformément les n +1 constantes 


(9) Los A1, L, ++) Ans 
, Ca . - , 5 
de sorte que l'équation algébrique 


(10) F(r) = 20 fat) + a fur) +... + an fi(r) + an fotæ) 
sort identique. 


En effet, posons pour abréger 
Gr) F(æ)= A5 z" + Ai æn-l +...+ A, 1 æ + À», 
(2) f(x) = apor/ + apr ++ app1T + App (over) 
nous aurons par conséquent 
(13) A0; Hp 0 0 (oSpErn) 
et l'équation identique (10) donnera 
(14) A don, pt M Qn=1,pi be + pün-p, (9 Sp En) 


équations qui déterminent successivement Les coefficients ap. 


On trouvera par exemple 
A0 


0 


(005) 70 = 


valeur qui est différente de zéro. F 


II. — Formule de Taylor. 
Soit 


(1) HE) di eee Ain M EN AE CRE CP Eee Qn18 TE An 
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un polynome entier du degré » par rapport à x, et soit À un nombre 
quelconque, nous aurons le développement 


0 h ! h2? n / Per (y 
(a (x =) LS (æ) Sr + + Sr), 


où nous avons posé pour abréger 


S—=n—p à 
T TES 
3 = flpltr \—= NV ( ) Ti =P—S (1<p<n). 
(3) FL CARRE SU LE - £Sp£n) 
S—0 
De plus, nous posons, à cause de l’uniformité des significations, 
(4) FO(x) = /f(æ). 


Quant à la démonstration de la formule (2), 1l est évident que la 
puissance A? qui figure dans f(x+h) provient seulement des 


termes 
dr ER) ar Eh na R)r; 


et la formule binomiale donnera immédiatement, comme coefficient 
de 2?, l'expression qui figure au second membre de (3). 

La formule (2) est due à Brook Taylor (!). 

Les polynomes entiers 


PR) PEN LEON PAT) TO MCE 


définis par la formule (3), sont désignés comme les dérivées des 


ordres 
Le I ND ES TT 


de f(x), prises par rapport à x. Dans nos recherches suivantes 
nous écrirons souvent 


(5). LAW Cx)= Dr f(x) = NE Jr), 
Le fur) = DC = D2/ Ce) | 


On trouvera, par exemple, en vertu de (3), 


(6) FD) =n an name lors An, 


CONS EEE. 


0 


(') Methodus incrementorum directa et inversa, p. 21-23, Londres, HE 
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Soit & une constante par rapport à æ, la formule binomiale don- 
nera immédiatement, en vertu de Cas 
CODE (Ta) n(n—1)...(n —p+i)(r +a)t-» (EEE 


de plus, nous aurons 


(9) Drlaf(r)]= a f(x), 
(10) DEA(ar) = far), 


où f'(ax) désigne la valeur obtenue de f'(y), en y introdui- 
sant Y — «x. 
Appliquons ensuite, sur f(#)(x + h), la formule de Taylor, il 


résulte, en vertu de (3), 


(1) DE f(æ) = fo (æ). 


Cela posé, remarquons que les dérivées d’une constante sont 
toutes égales à zéro, nous verrons, en vertu de (7), que les dérivées 
d’uñ ordre plus élevé que », prises d’un polynome entier du degré n, 
s’évanouiront. 

Soit maintenant ©(z)un polynome entier du degré p par rapport 
à æ, et soient a et b des constantes quelconques, la formule de Taylor, 
appliquée sur la fonction 


af(x)+bo(x) 


donnera immédiatement 
(12) D?[af(z) + bvo(x)]= af" (x) +6 or (æ), 


c’est-à-dire que l'opération D, est distributive. 
Étudions ensuite la fonction f(x) 5(x), la formule de Taylor 
donnera 


hs, 
(13) fia+he(r+h)= Ÿ E DEL/(æ)e(x)l: 


S=0 


multiplions maintenant la formule (2) par le développement corres- 


pondant 


, 


Fee : RO) 
o(æ+h)= (x) + D Ne Gr 


puis cherchons, dans ce produit, le coefficient de la puissance A’, 
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il résulte la formule importante 
S=Nt 


(14) DE[/(r)e(x)] = >: (74) DES f(x) Dé e(x), 


s 
s—=0 


qui est un cas spécial d’une formule générale due à Leibnitz Ce 
Soit par exemple »m—1, nous aurons, en vertu de (14), 


(15) D,(/(r)o(2)] =) sa) en); 
Appliquons encore l'identité évidente 
T=—2+(T+a) 


nous aurons, en vertu de (2), 


sS=n 
: EN 
(16) HOESZ 


S—= 0 


REX | 
| 


S . 


CAE)" 


formule qui est un cas spécial du théorème IV du paragraphe 1, 


savoir 
MERE NCIS EST 
III. — Des zéros d’un polynome entier. 
Soient 
@) ASSET NES TT TT 


des nombres complexes quelconques, le produit 
(2) ÉD TN er”) 


est toujours un polynome entier du degré nr par rapport à x. 
Posons pour abréger 


(3) JE) = RE a mL ER a D PEE lan er a, 


il est bien connu que 
(ne 


est la somme de tous les produits possibles formés de p facteurs, pris 
sans réilération parmi les am. 


() Mathematische Schriften, t. I, p. 141, publiées par C.-J, Gerhardt. 
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On trouvera par exemple 


(4) A EN e ASS EM EUX, 


paires. 
Regardons maintenant les » polynomes du degré n — 1: 


1(æ) 
TES, 


(5) ME 


ne T0). 


posons 
COM (rh ra 14 aPlmn2 +, + arr +...+aÿ,x+a), 
et, par définition particulière, 
(7) an —0, ag —=1, 
l'identité évidente 
J(æ)=(r—2,) fx) 
donnera immédiatement 


(8) Am = An — A1 %y (ÉémE=n) 


ce qui nous conduira à des résultats essentiels dans la théorie des 
équations algébriques. É 
En effet, multiplions respectivement par 


q — = 4 
TRE COUR -Gres CO re D AVE à 


les équations 


(y vi 
lp= App — Ap-1 Av, 
(v) RUE re 
HE 4 y ee 
TS te D a DO OI De ; 
0) ( 
ù Lea et pe 
MIE TAC HIER PCM CEE 
"À [? 
do = aÿ— aÿlay 


valables pour 1 <p ©» et tirées directement de (8), puis additionnons 
toutes les formules ainsi obtenues, il résulte 


* ot D 
(9) A} = Applet 4129 + ay. 


Cela posé, introduisons les sommes des puissances semblables 
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des nombres 4), savoir 
(10) CC SR EL ET 
puis posons, dans (9), successivement 

A SE ei UE 
nous aurons, en ajoutant toutes les équations ainsi obtenues, 
(11) af +ap+...+ af = nap+ aps +... + &iSp1 + Sp. 


Soit p — n,la somme qui figure au premier membre de (11) a, en 


vertu de (3), la valeur zéro. Quant au cas général, où p est supposé 


plus petit que », la somme en question est évidemment une fonc- 
tion entière et rationnelle, symétrique par rapport aux nombres 4, ; 
c'est-à-dire que nous aurons 


a+ a+... + a = Ka», 


où Æ est un positif entier, facile à déterminer. 
En effet, remarquons que a, et a contiennent respectivement 


fr (ee 
1 P 


produits à p facteurs pris parmi les ? nombres «,, il résulte 


ce qui donnera 
k=n—p, 


et nous aurons finalement, en vertu de (11), 
(12) Sp USp1 + A2Sp> +...“ Ah-151 + PAp— O0, 


où il faut supposer 1 <p£n. 
Soit ensuite p >> A», savoir p — mn, la formule (2) donnera 


In Es m+Nn INM+'— 1 m+ 
ANOACN) — 0 ii Gr a Cie 10 


» 


d’où il résulte, en posant 


puis, ajoutant les rn formules ainsi obtenues, 


(13) Sp spi +... + An 15p-n+1 + An Sp -n = 0 Cp= 
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Les deux formules (12) et (13) sont dues à Newton (!). 

Soit maintenant f(x) un polynome quelconque du n°" degré 
par rapport à æ, on démontre dans l’Algèbre qu’il existe toujours 
n nombres 


CRE CES MCE MORE 
savoir les racines de l'équation algébrique 


f(x) 0! 
de sorte que : 


(14) J(x) = A(x—4)(x—4)...(x — an), 

où Æ désigne une constante par rapport à z. , 
Supposons que la formule (14) se présente sous la forme 

(15) f(æ)=(x— a)" ç(æ), 


où ©(a) <o,le nombre 4 est une racine multiple de l’ordre p de 
l'équation algébrique f(x) — 0, ou un zéro multiple de l’ordre p 
du polynome entier f(x). 

Cette définition adoptée, les formules (8) et (15) du paragraphe Il 
donnent, en vertu de (15), 


F'xÿ=(æ— a) [pe(r) +(e—a)g(r)]: 


remarquons ensuite que le dernier facteur qui figure au second 


membre a, pour x — 5, la valeur 
p?(«)70, 
il résulte le théorème suivant : 


I. Un zéro multiple de l’ordre p du polynome entier f(x) est 
un zéro du (p — 1)°"* ordre de la fonction dérivée f'(x). 


IV. — La fonction v(n) d'Euler. 


Soit » un positif entier, décomposé en facteurs premiers comme 


suit : 


— a s pit dy 
(x) N = PHPSPS Pi 


(*) Arithmetica Universalis (De transmutatione æquationum ). 
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nous avons à déterminer le nombre ©(n) des positifs entiers plus 
petits que x et premiers à 7. 

A cet effet, remarquons que les deux positifs entiers g et np + g, 
où p désigne un positif entier quelconque, sont en même temps 
premiers à » ou non, il est évident que le nombre des positifs 
entiers, premiers à n et situés entre les deux multiples pr et(p+1)n, 
est précisément égal à o(n). De plus, le nombre des positifs entiers, 
premiers à » et plus petits que pn, est égal à pœ(n). 

Cela posé, regardons tout d’abord la puissance d’un nombre 


premier 
n—= pT, 


l’ensemble des multiples de p, égaux à 7 au plus, est 


DU AD IPN Tes DDC DER, 


a—1 


dont le nombre est précisément p*", tandis que tous les autres posi- 


üfs entiers plus petits que » sont premiers à n; c'est-à-dire que 
nous aurons dans ce cas 


(2) g(n) = p4— pt =pep==n(i—i). 
\ D | 
Considérons ensuite le positif entier 
(3) Rien Pose RE DCE 
contenant r — 1 facteurs premiers, puis supposons 


(4) PR) = pr (ps —1) pE (ps —1)... ptr(pr—1), 


il est évident, en vertu de (3), que la formule (4) est applicable 
Pour r 0. 
Remarquons maintenant que les nombres 


P:; 2 Pi; 3 pi. CE — Di 


représentent l’ensemble des multiples du nombre premier p,, égaux 
à À au plus, remarquons ensuite que le nombre de ces muluples qui 
ne sont divisibles par aucun des nombres premiers 


Pas PE DE CET REP r 


est précisément pie (»,), il est évident que le nombre total des 


li 
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: 


positifs entiers, premiers à » et égaux à z au plus, deviendra 
POR= php) — ph tem )= pal p, — 1) pCru), 

d’où, en vertu de (4), 

(5) EOA)= PAT (pr 1) pa (pa — 1)... ptr(p,—1) 


ou, ce qui est la même chose, 


(6) gom=a(i+) (et) (2), 


expression qui est de la même forme que (4); c’est-à-dire que notre 


formule est valable pour un nombre quelconque de facteurs 
premiers. 

Ce résultat général relatif au nombre des positifs entiers, pre- 
miers à À et égaux à À» au plus, est dû à Euler (!). 

Cela posé, nous avons à étudier d’un autre point de vue la for- 
mule (6).-A cet effet, désignons par | 


72) 72) (4) 
LR ES ENORREE le 


les positifs entiers, obtenus en divisant n par q de ces facteurs pre- 
miers, ce qui donnera évidemment 


désignons ensuile par 


Fit [C 
EN Ls m0; 


Cp 
lq 


, 


les produits correspondants des q facteurs premiers de », nous 


aurons toujours 


= < < 
() RONDE n (TÉS SU METÉES 


re 
Ces définitions adoptées, il est évident que la formule (6) se pré- 
sente sous cette autre forme aussi 
q=" fé ir à\ 
A N/A! 
(8) w(n) =n+Ÿ (y DE }: 


i 


q=1 VA A) 


(1) Voir Commentarii Petropolitanæ, t. VIIL, 1760-1761 (1963), p. 74-104; Acta 
Academiæ Petropolitanæ, 1780, I (1584), p. 18-30; Commentationes arithmeticeæ, 
t. I, p. 274-286. Petrograd, 1849. 
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formule qui indique une regle très simple pour déduire de la suite 
L'OD REO RE UL 
l’ensemble des nombres 


(9) PT TT TE [m=+(n)], 


plus petits que n et premiers à n. 
Comme autre application de la règle susdite, posons 


1224 
(10) Sy 2} +aÿ+at+...+ a, 


(1) Ste) = tea ERREUR 


où a désigne un positif entier, nous aurons, en vertu de (5) et (8), 


q=?r ST ) 


q \ 
(12) Sn — Sm(n) +Ÿ SE 2 dx)" Sn [ny? ] ‘ 


q=1 MY 


Dans nos recherches suivantes nous avons à donner d’autres 
applications intéressantes de la règle susdite. 


CHAPITRE IT. 


DU CALCUL AUX DIFFÉRENCES FINIES. 


V. — L'opération A. 
Soil 


(1) TRI ane air ar + a; 


un polynome du degré » par rapport à æ, la différence du premner 
ordre de f (x) est définie par l'expression 
2) APE SM TE), 


de sorte que nous aurons immédiatement, en désignant par @& et b 
des constantes quelconques, tandis que (x) est un autre polynome 


entier, 
(3) NPA AT); 
(4) Afa f(r) + be(x)] = aA f(x) +b Ae(r); 


c'est-à-dire que l’opération A est distributive. 
De la différence du premier ordre, on forme la différence du 


second ordre, à l’aide de l’expression 
(5) A f(x)=A/f(x)—Af(zæ —:1), 


et ainsi de suite; de la différence de l’ordre p — 1 on forme celle 


du p*"* ordre par l'expression 


(6) NPC) NEA (x) NEA T( 2 = 1). 
Cela posé, il est très facile de démontrer la formule générale 
s=p 
(G) ape) fl) fes) 
CN) 


qui n’est, pour p — 1, autre chose que la définition (2). Supposons 
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maintenant vraie la formule (1), puis posons + —1 au lieu de x, 
nous aurons, en soustrayant les deux formules ainsi obtenues, et 
en appliquant la relation bien connue 

à 4e 

Pp (? + I\ 
(8) (CE CMECSSE 
\S STE Me mo 


une expression analogue pour APR ACT 
Appliquons ensuite la formule 


S—p. 
NES # sr 

(9) CD A rs 

s=:0 * 
la formule (5) se présente sous cette autre forme 

| s=p—t1 
(10) AP f(x + p)= D Œw(f) [f(x + p —s) — fix)]. 
S= 0 


Posons pour abréger 
(ur) ; NON AAA) 


nous aurons Comme inversion de (5) 


SD =p 

| A LP NRA D AN TR EE 

+ Jo Sen 
=) sS=0 


En effet, soit p — 1, la formule (12) est une conséquence immé- 
diate de la définition (2); appliquons ensuite l'identité 


AP DAC £a s) — Ap-s Cf (R Li s) Je AUSSE A L—S—K), 


urée directement de la définition (6), lx conclusion de nr à » +1rest 
évidente, en vertu de la formule numérique (8). 

Quant à l’étude plus ample de la différence d’un ordre quel- 
conque, du polynome f(x), défini par la formule (1), nous dévelop- 


pons, conformément à la formule de Taylor, la fonction f(x — 1). 
SOI 


(5310) Af(x)=birtt+ bien +. br +b,. 
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il résulte par conséquent, 


S—=p—1 


(a— p) 
(M) be a, PTE LV Ce a er 
\ AE P ): am à — P À RE) 


s—0 


d’où particulièrement 

(15) by — na, 

ce qui donnera 

(16) Afin fur), 
_de sorte que nous aurons 

(17) APf(x)=fr(xz)=0  (p>n). 


Cela posé, je dis que les formules (3) et (12) se présentent sous 
cette autre forme plus générale 


sS=7r 


à & DAERE 
(18) AP f(x) = (1) (Pris) 
5—0 
(19) Harm=> (? DEP 
510 


* La généralisation susdite de la formule (5) est évidente, parce que 
les coefficients binomiaux qui figurent au second membre s’évanoui- 
ront pour s = p. 

Quant à la formule (19), soit tout d’abord p — », la formule en 
question peut être obtenue directement de (12) en y posant x +p 
au lieu de x; soit ensuite p < n, les coefficients binomiaux qui 
figurent au second membre s’évanouiront pour $ _>p. Soit, en 
dernier lieu, p >n, les différences de f(x+s) s’évanouiront 
pour s > 7. 


On déduira de la même manière ces deux formules plus g vénérales 


encore : . 

(21) af) Ÿ (=? (Pers), 
s=0 

(22) es +-s), 


50, 


où il faut supposer m UT 
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_ Dans le paragraphe VIII nous aurons à généraliser beaucoup la 
formule (22). 
Posons pour abréger 


(23) NEC) ENCORE 
nous aurons, en vertu de (5), 
- s—=p 
(24) Ae)= D (?) ep sr, 
$—=0 


ou, ce qui est la même chose, 


sS—0n 


n es Ÿ $ P { L de —— Qi /L 
(25) ae) = Ÿ ax?) Ce + s) (= pe 


S=—10) 
Cela posé, nous aurons, quelle que soit la variable x, 


(26) Aer 


(27) - Li (r) —=0 (PR). 


Soil æ — 0, nous posons pour abréger 


S—=p—1 
Ne n es Ÿ == 1 1 ee n 
(28) ap= ago) À Cx(P)c—s, 
S—0 
ce qui donnera 
(29) bp (— p)=(— 1)7+P V7. 


Les nombres 4” sont introduits dans l'Analyse par Euler (!) et 
étudiés plus tard par plusieurs géomètres; nous nous bornerons à 
citer Laplace (?) et Grunert (#). 

L'introduction des 4” nous permet de donner sous forme simple 
l'expression explicite de la différence quelconque d’un polynome 
entier. En effet, développons, conformément à la formule de Taylor, 


(") /nstitutiones calculi differentialis, p. 485-486. Petrograd, 1955. 
(°) Mémoires de l’Académie des Sciences, 1577 (1780), p. 99-122. 
(°) Mathematische Abhandlungen, p. 67-92. Altona, 1822. 


ie. db 
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le terme sommatoire qui figure au second membré de (7), il résulte 


q=n 
fax —s) = TE 02): 
q—=9 


introduisons ensuite, dans (= ), les expressions ainsi obtenues, puis 


ordonnons d’après les f() 7 ), nous aurons 


S—11L— 


(30) Ar) à re (æ). 


sS=0 


Introduisons maintenant, dans (30), les développements 


SIENNE 


or -() RSA n-m 
— — > az ms 
m | m ) À à 


S 0 


puis ordonnons, d’après Les puissances de +, le résultat ainsi obtenu, 


il résulte finalement 
= n—p 


(31) NEA > hr rie 


$—0 


où nous avons posé pour abréger 


ES 
” n—s+q\ A p+q - 
(32) cn À ( 1 ( LR ) sa (p+s£n). 
q—= 


: Supposons connus, dès à présent, les coefficients «,,, de la diffé- 
rence A”f(æx), la formule (32) peut être regardée comme une for- 
mule récursive pour le calcul successif des A7T4. 


VI. opération à. 


Dans nos recherches suivantes, les opérations 


(1) DACNENTTIAE JL); 
&) de f(æ) = dP-1 f(æ) + dP-1 f(x —1) 


jouent un rôle analogue à celui des opérations 47, étudiées dans le 
paragraphe précédent. 
On voit que l'opération à est distributive; de plus, on trouvera 


2 
NIELS NIELSEN 2 
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ici les deux relations, inverses l’une de l’autre 


S—p 


(3) =D, (P fes), 


S—=0 


S—p 


(4) OD P)Br-s fes) 


et 1l saute aux yeux que la première de ces deux formules se pré- 
sente aussi sous cette autre forme 


S—7—A 


(G). fie+p)= 


s=0 


ei LR EP EEE 


La formule (3) se présente, en vertu des remarques faites relati- 
vement aux formules (7) et (12) du paragraphe V, sous la forme 
plus générale 


St 


\ 


Fr (ANNE; 2722 
(6) dPJ(x) DA f(x—Ss), (m2p), 


S— 0 


tandis que la formule (4) n'est pas susceptible à une telle générali- 
sation, parce que les expressions à? f(x) sont toujours, quel que 
soit l'indice p, des polynomes du degré 7 par rapport à +. 

Posons 


re Jr) hat b, er, Spb tee, 


nous aurons, en vertu de la formule de Taylor, # 


fun (1) 


by= ay + (n—q) 
ce qui donnera 
î 
bou, 
(8 S=4q 
) | Loin RT Ag—s$: 
\ S'=r41 


lame: + 4 = nf, À 4 a x ù A 
ue analogie de la fonction L; (2), étudiée dans le paragraphe pré- 
cédent, deviendra ici 


(9) Ap(æ)= ÔP(æ + p}r, 
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savoir 


s 


= #2 
> (Peer sy 


\ 


(10) An(æ) = 


ÿ 


— 0 


ou, plus généralement, 


S—= 771 


(11) Ap(æx) => (Pc psy (m2p). 


S=—\0 


Soit Z — 0, nous posons pour abréger 


S=p—1 


(2) ap=ag(o)= À (P)co—sy, 
ce qui donnera x 
(13) A, (—p)=(—1)"A}?, 


et particulièrement Pour == 0 
(14) AP = 2P. 


L'introduction des nombres A7 nous permet de donner, sous une 
forme simple, l'expression explicite de 6? f(x); la méthode appli- 
quée dans le paragraphe précédent donnera, en effet, 


Sp NEA; r(s) 
(15) RE )= D EU). 
= 0 
Posons ensuite 
} ne 
(16) SP (a) = DB, 
sx=0 


il résulte finalement, en vertu de (15), 


T—=S$S* 


à În—s+r 
(17) B=Y Ci rare Jas-rAÿ. 


7"—10 


Ve) 0 s 
Supposons donnés dès à présent les coefficients Br de CP (Er), 
— âtre r 6 à : > récursive 
la formule (17) peut être regardée comme une formule récursive 


pour le calcul successif des A7. 
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VII. — Des coefficients binomiaux. 


Il est bien connu, depuis la naissance de l'Analyse moderne, que 
la factorielle 


ci { Wa(z)=x(x +1)(Z+2)...(æ+n—1), 
1 


| Op(Z) =I 


joue, pour l'opération À, un rôle analogue à celui de la puissance +” 
dans le calcul différentiel, parce que nous aurons 
» P 


(2) Awbr(T)—=nwr 117) (rar): 


Posons, comme ordinairement, 


(3) ‘on(r) = Chan+ Chant. + Chaonp+... + OH 1x, 


les positifs entiers C? sont les coefficients de factorielle du rang »; 
nous aurons particulièrement 


(4) CT CET) 


Dans nos recherches suivantes, nous appliquons le développement 
plus général 


PSE IP 
\ a mn 
(150) Wn(T + a) DURS 
sS—=0 
de sorte que nous aurons 
(6) Co) Er: Gr(a) vw, (æ); 
et de plus, en vertu de (3), 


(=) …, Éflo) = C0 os Sn x) 


Cela posé, nous avons à étudier le coefficient binomial 


(8) (n21), 


(?)= æ(æ—1)(æ—2)...(æm—n+i) 


n! 


et particulièrement, même pour + — 0, 


(9) Rest 
0 
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Y ” 2 # La) 
Cela posé, nous aurons immédiatement 


D 


\ 


ou, ce qui est la même chose, 


(11) nent) 
ñ ni 


de plus, nous aurons, en vertu de (1)et (8), 


(12) RE 


n n | 
d’où, en vertu de (2), 
(3) EC), 
n, A—i, 
ce qui donnera immédiatement 


sS=nr 


(4): Vitae on 


Si 0 


Posons, dans la formule ainsi obtenue, — x + x au lieu de x, 
nous aurons, en vertu de (11), cette autre forme de (14), 


(15) Sex () =y(): 


S—=0 


Remplaçons ensuite, dans (15), æ par x — p, puis muluplions 


par 


(x) 


les deux membres de la formule ainsi obtenue, l'identité évidente 


A DC 


donnera cette autre formule 


Li 


$s—=7n 


M SLT) een) (TE 


S=—=0 
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En dernier lieu, appliquons l'identité 


(Ha Érn BE (F)onte +2), 


DS s n | 


nous aurons 


s=nr 


Sr . 1) = 2 anus i(x +2) 


s=0 = 


ou, ce qui est la même chose, 


s=n 


(19) DEN nee (F5 )=e (22), 


s—0 


car w»_,(T—+2) est un polynome entier du degré n—1 par 
rapport à æ. 
Quant aux opérations À et à, nous aurons, en vertu de (13), 


T 2 fT+n—I 
(18) (nr )=( } 
PC En: rt 
tandis que le polynome g,(x), déterminé par l’équation 


(19) dgn(e) = ( 


He Not 
. , 


se présente sous la forme 


$S=n 


(20) RDV PAU 


s—=0 


En effet, nous aurons 


g(æ)= 5  gi(z)= 


CES 


I 
AE 70 
4 


de sorte que la formule (20) est certainement vraie POUF 7—0 1: 
Soit ensuite 7 21, nous aurons tout d’abord, en vertu de (20), 


1e MT a ifæ+n—i 
(21) CAE sén-1(æ) + À , ) 


ce qui donnera « 


7e NN I ; Ï L ner ï , = 
(22) den(æ)= > 8gna(æ) + 2 ( ESS °): 
D = 
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Supposons maintenant, conformément à (19), 


ea = (PT?) 


TEE 


puis applhiqu ons l'identité 


TEEN Ms 2-0 {me CAES ES OO) 
— + : 
ma 142 DREEERT 


il résulte, en vertu de (22), que g»(æx) satisfait à la condition (19). 


Soit particulièrement + — 0, nous aurons, en vertu de (20), 


I 


(23) ANR Gore (71= 0); : 
(24) Per (uen): 

I 
(25) &o(—1) = + 


Dans le Chapitre XII nous avons à développer des relations 
curieuses entre les fonctions 4*(æx), Ci(x) et g,(x). 


VIIL — Développements d’un polynome quelconque. 


Revenons maintenant à la formule (22) du paragraphe V, savoir 


sS=mMm 


(1) FE+P = (P}asst8 +5) (2 70); 


s —0 
où f(æ) est un polynome du degré n par rapport à æ, savoir 
(ce) (LC) = dur ar" LE, LH an10 + An, 


tandis que p désigne un nombre entier non négatif; je dis que nous 
aurons l'identité suivante, beaucoup plus générale, 


$ =n 


(3) Je+b=Ï(C)ars+s (2m, 


SD 


_oùzxet 8 sont des variables complexes quelconques. 


En effet, étudions l’équation algébrique (3); elle est du degré m 
au plus par rapport à æ; néanmoins cette équation admet, en vertu 
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; RE ARTE 
de (1), comme racine un posiuf entier quelconque, c’est-à-dire que 
cette équation est une identité. 


Introduisons maintenant, dans (3), au lieu des différences qui 
figurent au second membre, les expressions correspondantes tirées 
: ; tu 

de la formule (7) du paragraphe V, puis ordonnons, d’après. 


les f(B+ p); le coefficient de f(B +) denis en vertu de la 
formule (16) du paragraphe VII, 


E'er(i) Tee) CET) 


7 —= 


ce qui donnera cette autre forme de la formule (3) : 


S= mn 


(4) fu +B=Ycnr-(t) (Fe )f(B+s) (m2 n). 


Cela posé, nous aurons par exemple 


(Ée)=Sem (CSL NE) cm2) 


d’où, en posant x : « au lieu de x, puis en multipliant par 
) ) P 


ap les 
deux membres de la formule en question, 
S= M { x € 
= SG 
(5) (B+ep=Ÿ(-nms| 2 (- Van (m2p). 
$—0 $ \ M—S , 


Posons maintenant, dans (5), successivement 
PER CNE —=AUN RO OI 
puis multiplions respectivement par 


@n, 1, @o, CE] —dn—9;, An—1, An, 


les équations ainsi obtenues, nous aurons, en vertu de (2 


(6) fa+B=Ù (un 


$=0 


æ 
— —$—1I 


os el8 


F(B+ Sa) (m2n). 


TU—S 


Remplaçons encore, dans (6), par — #, puis appliquons l’iden- 


tité (10) du paragraphe VIL, nous aurons le théorème suivant : 
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I. Désignons par f(x) un polynome entier du degré n par 
Four à x, par x, a, $ des variables complexes, de sorte que à 
n'est pas égal à zéro, tandis que mest un positif entier assujetti 
à salisfaire Ré à la condition m2n, nous aurons 


toujours 
Ste, At a T 5, T 
É SE —-+s—i — + m 
(7) fa+B=Ù (y x } (= je (men), 
sx s / \Mm—Ss 
Regardons le cas spécial 
DENT 
nous aurons, en vertu de 
S=m æ \ f æ 
 —+s—i — + mn 
(8) 1=Ù Ci) z }( 2 (m2o);: 
er & s m— 5 


multiplions ensuite par f(B) les deux membres de (8), puis sous- 
trayons de (5) la formule ainsi obtenue, nous aurons 


Ss—Im r ’ " 


b æ 
SÉCSSTDN F1) a! }LAB—se)— 8) 
s = 0 \ S 7 TESTS s' 


(T0) 


Enfin, appliquons l'identité évidente 


DES) Jim D mn) robe 
—= , 
S ) TS: LI S $ ) ( m 


nous aurons cette autre forme de la formule (3): 


0 \ s=m 
= ) (nn /errt 
(10) Det }B— (m2n). 
\ L=10 


Dans le Chapitre XIT, nous avons à donner des applications très 
intéressantes des formules que nous venons de développer. 
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IX. — Développements d’une seule puissance. 


Appliquons maintenant la fonction 


(Gi) ata)= (a+ (y ()ta+s—ry 
1° =9 


introduite dans les formules (23) et (24) du paragraphe V ; le déve- 
loppement général (3) du paragraphe VIIT donnera 
@) œ+ar=S (* }a (2) (m2 Tn), 


s=—0 


d’où, en posant — z au lieu de +, puis appliquant l He (10) du 
A arihe VIT 


(3) Re  t. (m2n), 


s—=0 


ce qui donnera pour 4 = 0 


S—=7n 


(4) =D iye(e Ti ja (mEn). 


Se 
; e 
Posons encore, dans (4), m—n; la formule ainsi obtenue est 


appliquée déjà par Fermat pour déterminer les premières des 
sommes de puissances semblables 


Sa(p)=17+92+3n+,,.+ pr. 


La formule (4) est indiquée par Sürling (!) et retrouvée par 
beaucoup de géomètres, par exemple Kramp (2), Herschel (*?), 
Cauchy (*), Puiseux (5). 

Revenons maintenant à la formule générale (2), elle nous donnera 
immédiatement une équation fonctionnelle qui doit être satisfaite 


) Methodus differentialis, p. 8. Londres, 1730. 
) Hindenburg comb. analyt. Abhandlungen, t. IT, p. 365. Leipzig, 1800. 
) Calculus of Jinite differences. Londres, 1820. 
) Résumés analytiques, p. 34-35. Turin, 1833. 
Journal de Mathématiques, t. II, 1846, p. 477-488. 


. 
( . 


5 


(e 
( 
( 
\ 
fe 


citant me dé LÉ 
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par les fonctions A"(4). En effet, multiplions par 
THa—(T—s)+(a+s), 


nous aurons l'identité 


s=n+1 Se S=n 
LUE C ; o 
2 (F)aurts (a) > CE,)e+ Da (a) + Ù ee (a+ s)dbf(x), 
Li S==I0 sS=0 


ce qui donnera, en vertu du théorème IV du paragraphe 1, 
(5) MS ti(a)= sr (a) +(ax+s)LE(a), 
où il faut supposer 1<s<n, tandis que nous aurons 


(6) { ALiti(a)=adby(a) = 21, 
RTE) Ur (a) = Cr) 
Cherchons encore, dans (2), le coefficient de la puissance æ%7 
qui figure aux deux membres de la formule susdite, nous aurons 
l'identité 


$S=n—r 


FO TT (— 1} 
RUES tr s)i cs dits (a), 


SD 


où les C;, sont les coefficients de factorielle du rang m. 
Dans nos recherches suivantes nous avons besoin d’un autre déve- 
loppement de la puissance x”. A cet effet, posons pour abréger 


sS=p 


. EN 4 et À 
(8) (a) = Cix ; j@+p—sy, 


S=0 


où m,n, p désignent des entiers non négatifs, tandis que # est une 
variable complexe; je dis que nous aurons l'identité 


= pp 


LES ON DE) n,r ARE r 
(9) DA Ne } (a)=(2+p}. 


S— 90 


En effet, introduisons dans (9), au lieu de 15%” (x), les expressions 
correspondantes tirées de la définition (8), puis ordonnons, d’après 
les puissances (4+-p — q)", le coefficient de cette même puissance 
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deviendra, en vertu de la formule (15) du paragraphe VIT, 


s=q 


Déni set (Tes (g>o). 


CPE ) È / 


Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant : 


I. Soient x et à des variables complexes, tandis que met n 
désignent des positifs entiers, tels que mn, nous aurons 
Loujours 


S=m+I1 
LENS A = 
Con (rx) > ( 2 }gr (a) (m2n). 


sS —=0 


En effet, étudions l’équation algébrique (10), dont le degré par 
rapport à æ est égal à m au plus, puis posons 
— D; 1SpSm+t, 


nous retrouvons toujours la formule (9); c’est-à-dire que notre 
équation est une identité parce qu'elle à (m + 1) racines inégales. 
Dans le cas spécial m — n, nous posons pour abréger 


(HE) VE" (a) = V55(x), 
ce qui donnera, en vertu de (8), 
S = p 


(19) =) nf) (ap sys 


Sd 


soit encore à — 0, nous posons de plus 


(13) Vpr(0) = Ve, 155°*(0) = W53(0) = Wb?, 
savoir 
S=p * 
, Mm + I 
(14) (FE DE x (TA }Co— si, 
= sS—0 
s=p 
(15) = Ù (—i) (PT) sn 
$S=N0 ; 


L 


Le cas spécial de la formule (10) qui correspond àa—0,m— n, 
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est dû à Worpitzky (!), tandis qu'Euler (?) a appliqué les nom- 
bres 157. 
Introduisons maintenant, dans (5), successivement 


BHO 2,5... 


la conclusion ordinaire de n à n—+1 donnera l'identité remar- 


quable 
(16) UE (a) = (— ph yen dre 
nm -p+1 (X —( 1) lo (or) (O= PE 7 Eu) 


ou, ce qui est la même chose, 


S=p 


(17) (IAE 1(x ras. (? S'Jenpesr 


= 0 


En effet, la formule en question est évidente, p —o et p—1; 
supposons ensuite qu'elle soit vraie pour 


(18) D'=DNL O0, eng 1, 


puis posons, dans (10), x = q et introduisons les expressions cor- 
respondantes aux valeurs (18) dep, urées directement de Ja 
formule (15), puis ordonnons d’après les expressions 


= 1}4=n- 1 (q — s—1)?, 
le coefficient correspondant deviendra, en vertu de la formule (17) 
T 
du paragraphe VIT, 
l=SsS—1 


\ (77) Rene) BE 
ml S—r 7 s 


\ 
T=0 + 


ce qui nous conduira immédiatement au but. 
L'hypothèse « — o donnera, en vertu de (16), 


(19) Vi (— ri) bit (Sp Sm), 
d’où, pour m— n», 


(20) VE pes = US (ES DENT) 


Es 


(!) Journal de Crelle, t. 94, 1883, p. 203-252. L 
(2) Institutiones calculi differentialis, p. 487-491. Petrograd, 1755. 
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tandis que nous aurons 


(21) WE =Vb=0 (2>0) 


X. — Remarques sur les opérations D, À, 5. 


Supposons que les deux polynomes 


F(x) = aott+ ax l+...+ ant + An, 


FE) = ba RAP ES 07 aT EE 0 
soient liés par la relation 
() EGP = CE), 
nous ns en vertu de la formule (6) du paragraphe Il, 
(2) (= p\as=b OU(oE pEnR EN) 


c’est-à-dire que f(x) est parfaitement déterminé, pourvu que F(x) 
soit donné. 

Inversement, supposons donné f(x), l'équation (2) ne nous 
permet pas de déterminer le coefficient &,, ce qui est évident du 
reste. En effet, soit F(x) un polyÿnome qui satisfait à l'équation (1), 
et soit C une constante quelconque, le polynome 


(@) P(x) = F(x)+ CG 
est aussi une solution de (1), et inversement; la différence de deux 


solutions quelconques de (1) est une constante par rapport à æ. 
Dans ce qui suit, nous désignons par 
(4) Br DEC) 
un polynome quelconque qui satisfait à (1). 
Supposons maintenant que les deux polynomes F(x) et f(x) 
satisfassent à l'équation aux différences finies 


(5) AF(æ)= f(x), 


la formule (14) du paragraphe V détermine parfaitement f(x), 
pourvu que F(x) soit donné. Inversement, supposons connu le 
polynome f(x), Péquation (5) ne détermine pas parfaitement le 
polynome F(x). En effet, soit F(x) une solution quelconque 


1 4 


PA. 
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de (5), la fonction D(x) définie par la formule (3) est une solution 
aussi. 


Dans ce qui suit, nous désignons par 
(6) F(æ)= A f(x) 


un polynome quelconque qui satisfait à l'équation (5). 
Quant à l'équation 


(DT), * DF(x)= f(x), 


nous avons démontré, dans le paragraphe VI, que cette équation 
détermine parfaitement un quelconque des deux polynomes f(x) 
et F(x), pourvu que l’autre soit donné. 

Dans ce qui suit, nous posons 


(8) bre (er) 


Revenons maintenant aux fonctions dérivées d’un polynome 
entier, nous avons à démontrer le théorème suivant : 


1. Supposons que les dérivées du polynome entier 


(9) F(x)=art+aizel+.. Ha, xl + a, 


satisfassent aux conditions 

(10) EFtn (2) = F(8) ÉD UOE PET), 

nous aurons 

(11) Où = ie Un 0) 

tandis que le coefficient a, peut être choisi arbitrairement. 


En effet, introduisons dans (10), savoir 


sS=n—p S=n—p 


> (” A : aan PS = > de _ i ds Bar-p—s, 
s=0 P s=0 } 
successivement 
p=n—1, RD lee dE: O 


nous aurons immédiatement les conditions (11). Soit p— n, nous 


aurons touJours | cs” 
Ft (a) — Flr)( 8) = gs 
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Il est évident, du reste, que l’inversion du théorème [ est Juste 
aussi. 
ee ; as 2 
Comme application directe du théorème I, on conclut qu'un poly- 
nome entier F(x) satisfaisant à la condition 


(12) F(z+a) = F{(x), 


où + est une quantité différente de zéro, se réduit à une constante. 

Cela posé, il est très remarquable, ce me semble, qu'il existe une 
infinité de polynomes f(x) du n°" degré, qui sausfont à un des 
deux groupes de conditions 


5) ftr-2P)(o) = (—1)2 fr 2P)(— 1) (o£p=2) 


ou 


IA 


Gé) ro) = (if) (o£p—), 


et l'existence d’un seul de ces deux groupes de conditions entraîne 

nécessairement le second. 

= Les polynomes qui satisfont à de telles conditions sont les poly- 

nomes symétriques que nous avons à étudier dans le Chapitre V. 
De plus, 1l existe, pour une valeur quelconque de » plus grande 

que l'unité, des polynomes f(x) du n°®° degré, tels que 


GS}, PC TAC DR ER EP RES 
ou 
(16) fE(— 1) =— f\P) (0), P Æ NN; FU (—1) = f(0o). 


Ces polynomes sont les fonctions de Bernoulli, respectivement 
d'Euler, fonctions que nous avons à introduire dans le Chapitre sui- 
vant. 

On voit, en vertu de nos remarques sur les deux opérations A Kfr) 
et ô F(x), que le polynome entier F(x) est déterminé, abstraction 
faite d’une constante additive peut-être, pourvu qu'une seule des 
deux expressions F(x) + F(x — 1) soit donnée. 

Supposons maintenant donné un polynome entier o(x), qui n’est 
pas égal à une constante; il existe une infinité de polynomes 
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entiers / (x) qui satisfont à une seule des deux conditions 
 G5) fe +f(r—n=g() 

Dans ce cas, le polynome donné #(x) est un polynome symé- 
trique. 


Dans nos recherches suivantes, nous avons à étudier plus ample- 


ment les polynomes remarquables que nous venons de mentionner 
ICI. 


NIELS NIELSEN 


CHAPITRE TE 


LES SUITES HARMONIQUES. 


XI. — Propriétés fondamentales. 


Dans ce qui suit, nous avons à étudier une suite infinie de poly- 
nomes entiers 


(1) Jo(z), Jfi(æ), f>(&), 3 Fa(@), ss 
assujettis à satisfaire aux deux conditions suivantes : 


1° /Ah(æ) est toujours, quel que soit l'indice », du degré x» par 
rapport à x; 


2° Soit 221, nous aurons constamment 
(2) TN) 
Cela posé, je dis qu'il existe une suite infinie ordinaire 
(3) Lo NE RS or 
telle que nous aurons, pour une valeur quelconque de l'indice », 


(4) f NE Re Here L PT SUR - , An 
) n = = 


n | (ns 1) EN (RPM ol 


En effet, le polynome f,(x) se présente toujours sous la forme 


=n 
fa(æ) AN Ans TS ! 
di (r —5s)! 
S=t 


où les &,, sont des constantes par rapport à +, ce qui donnera, en 
vertu de (2), 6 - 
S=n—1 
k a œh-Ss—1 
AE = Ji æ) = NV De RSS PE RUE 


? 2 
di (n—s—:1)! 
s—=0 


C2 
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de sorte que nous aurons immédiatement 
An,s = An—1,s (o£s£Sn— 1). 
Soit ensuite $ un indice quelconque, nous aurons par conséquent 
An,s = Ass = À Gus), 


ce qui donnera précisément l'expression générale (4). 

Inversement, il est évident que les polynomes Ja(x), définis par 
l'expression générale (4), satisfont aux deux conditions susdites. 

Dans ce qui suit nous disons pour abréger que la suite (1) est une 
suite harmonique, dont la base est la suite ordinaire (3), ce que nous 
désignons par le symbole | f,(x), än|. De plus, nous désignons 
par | @, | la base (3) de la suite harmonique (1), et nous disons sim-. 
plement que le polynome f,(x), défini par l'expression (4), est un 
polynome harmonique. 

Ces définitions adoptées, nous avons tout d’abord à développer 
les propriétés fondamentales des suites harmoniques, propriétés 
qui nous sont indispensables dans nos recherches suivantes, et 
parmi lesquelles nous retrouvons, sous forme élégante, plusieurs 
des théorèmes que nous venons de démontrer. 

Étudions tout d’abord le théorème IV du paragraphe [, nous 
aurons ICI : 


L Soient |fr(x), ail et [o4(x), b,] deux suites harmoniques 
quelconques, il existe une suite ordinaire 


@5) Lys ME Len Con een (Ah lee s 
de sorte que nous aurons, pour une valeur quelconque de n, 


(6) on(T) = 0 fn(&) + Afn1(T) +...+ Lofn ne) Es, an fo(T). 


En effet, les polynomes fm) et #,(x) étant toujours d’un degré 
égal à l’indice, il existe, en vertu du théorème IV du paragraphe I, 
une identité de la forme 


(7) On(æ) = Bo fn(æ) ni Banfn-i(x) AE OUR Banfo(x), 


où les $,, sont des constantes par rapport à æ. Introduisons ensuite, 
dans (7), les expressions obtenues pour w,(x) et les f(x), nous 
aurons, en égalant les coefficients de la puissance z* * qui figurent 
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aux deux membres de (5), 


(8) b;= no &s + Bn,1 dsi +... + Bn,sdo (o=s£vr). 


Cela posé, désignons par s un nombre fixe quelconque, la for- 
mule (8) est applicable pour #25; c’est-à-dire que nous aurons 


successivement, en introduisant 


au heu des, 
Prin ose (n25), 


ce qui donnera précisément la formule (6). 


IL. Soient | fr(x), an] et [oa(x), b,] deux suites harmoniques 
quelconques, l'expression 
| S=n 


(9) An= d(— 1} fa-s(æ)g5 (2) 


s—0 


a toujours une valeur constante, tandis que les polynomes 
ST 


(10) P,(T) = D Jn-s(e)es(æ)s 


sS=0 
forment une nouvelle suite harmonique. 


Etudions tout d’abord l'expression À,, nous aurons, en cherchant 
la dérivée de A, 


Y n 
S=n—1 


An = > (1) ns (ep (T) + + (— 1 as (t)psi(æ) = 0; 


S—=0 


c'est-à-dire que À, a une valeur constante par rapport à æ. 


Soit æ — 0, 1l résulte, en vertu de (0), 


(1) An= Ÿ (— 1) ab 
S=—=0 


Quant aux polynomes ®,(x), définis par la formule (10), nous 
aurons de même 


(12) Ba) b;n(r) Creer) | 
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de sorte que les D,(x) forment une suite harmonique ; soit [«,] la 
base correspondante, il résulte, en vertu de (10), 


$S=n 

t 1 Nx 
(13) An = P, (0) Er Gr sb, 

o S == 0 


, 


Comme conséquence immédiate de la définition des suites harmo- 
niques, nous aurons la proposition suivante : 


I. Soit [fr(x), an] une suite harmonique quelconque, la 
formule de Taylor se présente sous la forme 


. h k° < hr 
(4), fn(r+h)= fr(x) + nn) + fase) ++ fee). 


Supposons À —— 1, il résulte 
s—2Æ S=n 
s L (— 1})S : ans 4 
(15) Into rt) D: < rt) D. pos EE 1) 
s=0 Si 0 \ 
ce qui donnera immédiatement 
S=n—1 
CR i . 
(16) ISA PACA) atT [= RCE TA ) 
S—=0 
sS=n 
x , (—1)S, S 
(17) ALL) = far) far —x)=2fn(g)#+ Al În-s(æ). 
À Se 


Cela posé, il est très facile de démontrer les deux théorèmes sui- 


vants : 


LV. Supposons que les éléments des deux suites harmoniques 
[E,(æ), A, ] et [fn(x), a] soient liés par les équations aux 
différences fines 


(18) Fh(z)— Fa(z —1) =fni(z) (2, 


Puis Supposons donnée une seule de ces deux suites harmo- 
’ ; » ? -minée à l’aide des 
niques, la seconde est parfaitement déterminée 


équations (18). 
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Soit tout d’abord donnée la suite [F,(x), A, |, nous aurons, en 


vertu de (16), 


s=n—1I 
; (— 1}S 
(19) EE ni PRE U He ntel 
s—0 

ce qui donnera immédiatement 

S—=p ( 1}s 
(20) ap= D Ars Cpeo)s 

S=0 


c’est-à-dire que les coefficients a, ainsi déterminés forment une 
suite ordinaire, de sorte que l'équation aux différences finies (18) 
détermine parfaitement la suite harmonique | /, (x), @, |. 

Inversement, supposons donnée la suite [ f,(æx), a, |, les équa- 
tions (20) déterminent successivement les éléments de la base [A,]. 

Dans ce qui suit, nous désignons comme suites correspondantes 
de première espèce deux suites harmoniques [F,(æx}), A,] et 
[fn(æ);'än|, dont les éléments satisfont aux équations aux diffé- 
rences finies (18). 


Le même procédé nous conduira au second des théorèmes sus- 
dits : 


V. Supposons que les éléments des deux suites harmoniques 
[Fa(æ), An] et [frx(x), an] soient liés par les équations aux dif- 
férences finies | 
(21) Fh(z)+ Fax —1) = fr(x) (n 20), 


” 


puis supposons donnée une seule de ces deux suites, la seconde 
est parfaitement déterminée à l’aide des équations (21). 


En effet, nous aurons, en vertu de (1>), 


$S= A 


(62) Fate) = F2) LYC, ch. 


S=1 


ce qui donnera immédiatement 


Ao — 2A, 
S=p 
(23) 
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Dans ce qui suit, nous désignons comme suites correspondantes 
de seconde espèce deux suites harmoniques [F,(x), A,] et 


DASgAr &n|, dont les éléments satisfont aux équations aux diffé- 
rences finies (21). 


Quant aux suites harmoniques, nous aurons encore à citer cet 
autre théorème, évident du reste : 


VI. Supposons que les éléments des deux suites harmoniques 
Ia te); ta] et [o4(x), an] satisfasserit, pour une valeur quel- 
conque de n, aux conditions 
(24) Jn(0) = vx(0) (20) 


les deux suites harmoniques en question sont identiques. 


En effet, 1l est évident que les équations (24) ne sont autre chose 
que les égalités 
An — An (nZo). 


Il est bien connu que M. Appell (!) à étudié, le premier, d’un 
point de vue systématique, les suites harmoniques. 

En effet, soit (1) une suite harmonique conformément à notre 
définition, et soit, pour une valeur quelconque de 7, 


F,(æ)= n'!'fa(z), 
l'illustre géomètre français étudie la suite infinie 
Fo(x), Fi(æ), F;(x), COR) Hi); DO 


dont les éléments satisfont à la condition 
CARRE (A) (nZ1). 


Or, les applications suivantes des suites harmoniques montrent 
clairement lavantage de notre modification des définitions de 
M. Appell. 

_ Ces remarques générales faites relativement aux suites harmo- 
niques, nous avons à étudier les équations aux différences finies (18) 
et (21), dans lesquelles le second membre se réduit à une seule 


puissance. 


(!) Annales de l'École Normale, 2° série, t. X, 1880, p. 119-145. 
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XII. — Les fonctions de Bernoulli. 


La suite des fonctions de Bernoulli 


(1) BC MB: ec) PB CNT DE ee 


est la suite harmonique dont les éléments satisfont à l'équation aux 


différences finies 
x i 


(2) Bh(z) — Ba(z —1) — 


——— IAE 
+ (n—u)! Get 


c'est-à-dire que cette équation et la condition fondamentale des 
suites harmoniques 


(3) B'(æ)=Bya(z) -(n21) 


déterminent parfaitement la suite des polynomes de Bernoulli. 
Cela posé, nous aurons immédiatement le théorème suivant : 


I. Soient [F,(x}), A,] et [fa(x), a] des suites correspon- 
dantes de première espèce, nous aurons, quel que soit l’in- 
dice n, 


(4) Fa(z)= @Br(x) + Bn(x)+...+ apBn-p(t) +...+ &nBo(æ). 


En effet, il est évident que les polynomes F,(zx), définis par les 
expressions (4), forment une suite harmonique; de plus, nous 
aurons, en vertu de (2), 


Fa(r)—Fn(z —1) = fn-1(t) (nr). 


Etudions maintenant la base [2,] de la suite harmonique (1), nous 
aurons, en vertu dela formule (20) du paragraphe XI, 
&o— 1, 


S—=72 


(5) NÉ Pere À. ° 


| (S+1)l 
SE=0 


ce qui donnera, pour les premiers des coefficients Ups 


6 _ I 
(6) Xo— TI, CE La — ) A3 — 0. 
2 2 


Quant à l'étude plus approfondie des équations (5 ), nous prenons 
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Jour poin épar 1 : I lé iné 
I point de départ la suite harmonique, dont l’élément général 


est déterminé par les expressions 


é Fa(æ) = (x +1)Bn1(æ)—(n —1)Ba(æ), 
Fo(æ) =1, 


puis cherchons les éléments Ja(æ ) de la suite correspondante, nous 
aurons 


| fn-(æ)=F;(x)—F,(x —1), 
ce qui donnera 


În=1(&) = Be) + 2[Ba1(t)— Bna(æ—1)] —(n—1)[B;(æ) — B;(æ—1)], 


d’où, en vertu de (2), 


sS=n—1 
: a.xl"—s-1 
TE EI CAN > Es 1 
Cr Shi 
s=0 


Cela posé, le théorème I donnera 


applhiquons ensuite la valeur 4, — 1, nous aurons par conséquent 


S=7 
(8) (z+1)Buu(z)=nBo(a)+Ÿ a5Bu-s(æ) (Com) 


s—=1 


Cherchons ensuite, aux deux membres de (8), le coefficient de la 
puissance x""P, il résulte 


S ” P 


Xp VAR er arte à -Y NT Em (peu) 
.(n— p—i1)! (n — p)! (n—p)! (n —p)! 4 


ce qui donnera, en vertu des deux premières des valeurs numé- 
riques (6), 
(9) (Pp +t)ap=— D LiGp=s (p2 4): 


# 


= p 2 


ko 


À 


$ < . # X . 
Cela posé, la valeur #,—0, indiquée dans la formule ( 4), donnera, 
par la conclusion ordinaire de » à m1, le résultat général 


(10) Dot (PE) 
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Posons ensuite 


DAE-APRE 
Fe) x dr (2p)! 


(P21); 
‘il résulte, en vertu de la valeur de ,, indiquée dans la formule (6), 


(12) Bi = >> 


tandis que la formule (9) donnera généralement 
d 2 z 
(13) (2p +1)B»= > ( P)BeBes; 


c’est-à-dire que les éléments de la suite infinie 


(14) Bb: BAR RUE 


sont des nombres rationnels et positifs. 
Introduisons maintenant, dans (5), les expressions (10) et (11), 1l 
résulte, pour le calcul successif des B,, la formule récursive 


(Qr6)) = = D'eo(r ils (pa). 


Euler (1!) désigne comme nombres de Bernoulli les éléments de 
la suite (14), parce que Jacques Bernoulli (?) a introduit ces nombres 
dans l'Analyse et calculé les cinq premiers des B,, précisément 
à l’aide de la formule (15); nous le verrons dans le para- 
graphe XXX VIT. Bernoulli a aussi regardé une suite des fonctions 
intimement liées aux B,(x), mais seulement définies pour des va- 
leurs positives entières de la variable x. 

La formule (13) est due à Euler (#). e 

La base [,| de la suite des fonctions de Bernoulli étant déter- 


(9) /nstituliones calculi differentialis, p. 422. Petrograd, 1955. 

(?) Ars conjectandi, p. 05-97. Bâle, 1513. 

(*) /nstitutiones calculi differentialis, p. 421-422. Petrograd, 1995. — Opuscula 
analytica, t. IL, p. 266. Petrograd, 1385. 
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minée, nous aurons les expressions suivantes : 


BCE 
I 
Bi(r)= #7? TS 
2 
(16) -- { ae 
S; 
PA il an —1}s-1hB. ras 
Br) = — + = 2 + Cassie 
ru 2 (n—1)! (2s)!(n —92s)! 
s=1 


et l'équation aux différences finies (2) donnera par conséquent 


lt =) ut 


BNC, 
À. 
(a) 4 Le 
Be LS PAL I ani CŒnaUBSTess 
| Rnlsn—r)! CNT 
S = 
d'où les valeurs numériques 
ABOUT 
(18) : (nier 
B. = —————— ; 
2n (0) OUR 
I 
Bi(o)= - 
(19) | FAN) 2° 
| B:»4+1(0) = 0; 
B5(— 1) =1, 
Cri l 
Ca, Bei 7 ; 
(27204 
I 
Bi(—1)=—- 
23 ND 1 


B;n+1(—1) = 0; 


c’est-à-dire que nous aurons, conformément à la formule (16) 
paragraphe X, 


(22) Br(o) = Bx(—1) (EN) 
(23) Bio) =— B;(—:1). 


43 


du 


Remarquons encore que la formule (8) se présente sous Ja 
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<n 


{ ES s-1B, : : re 
(24) (z+ 2 JBon(e)= nBn(a)+Ÿ  Bn-(e) (222), 
$S=1 ù ; 


formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes. 


XIII. — Les fonctions d'Euler. " 


Les fonctions d’'Euler 
(1) Eo(æ), Ei(z), E:(x), CCE E,(x), 


sont définies comme l’ensemble des polynomes entiers qui satisfont 
aux équations aux différences finies 


VAL 
(2) En (x) + En(z —1)= (2-20); 


c’est-à-dire que la suite (1) est une suite harmonique, savoir 

(3) Ù E,(x) = En-1(x) (n21), 

ce qui met en pleine lumière l’analogie des fonctions d’'Euler aux 
fonctions de Bernoulli. 


La définition des fonctions d'Euler donnera immédiatement le 
théorème suivant : 


PSoiente|F (7), A, en Lfa(æ) aultéestsuires correspon- 
dantes de seconde espèce, nous aurons, quel que soit l'indice n, 


(4) Fa(t) ='@En(z) + & En 1x) +...+ ap En-p(t) +.:.+ a, Eo(æ). 


Quant à la base de la suite harmonique (1),1l résulte, en vertu de 
la formule (23) du paragraphe XI, 


Bo — 5 
(5) pe 
— 1 ù 
2Bp+Ù [ Bp—s = 0; 
sS—=1 


(6) Bo — —» Be CET B3=— —. 
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Etudions maintenant la suite harmonique formée des fonctions 


GP) = (rt 1)E. (x) (n 2 1)Eh+1(æ), 
nous aurons 


Ga(r)+Gnat—1)=En(r)+afEu()+En(r—1)]-— (+ [En C+E ntt&—1)], 


d’où, en vertu de (2), 


Sn 


MANOIR SD MES) Ds 
sS—=10 
ce qui donnera 
(7) (æ+1)Ene) = (n +1) Enn(e) + Br (x). 
S=—10 


Cela posé, nous aurons, en appliquant la méthode expliquée dans 
le paragraphe précédent, 


S—=p—2 + 


(8) PhD Fibre :(P23), 


s=1 


de sorte que la valeur paruculière 8, — o nous conduira au résultat 
[ 


général 
(9) Bp=o (p2r). 
Posons ensuite 
" (—1)P-1T 
(10) Bapt = Bo via (pet) 


nous aurons tout d’abord, en vertu de la valeur de 8,, indiquée dans 
la formule (6), 

(x 1) 1 = 1, 

tandis que la form ule (8) donnera 


Eh 


s £ : | 
(12) Le = > D) ES Nes (P = I), 


s= 0 


de sorte que la conclusion de 7» à nz +1 nous conduira au théorème 


suivant : 
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IT. Les nombres T,, généralement désignés comme les coe fii- 
cients des tangentes, sont des positifs entiers et des nombres 
pairs, abstraction faite de T, = 1. 


Les coefficients des tangentes sont introduits dans l’Analyse par 
Euler, qui a trouvé aussi la formule (12) (t). Dans le para- 
graphe XXX VIII, nous avons à revenir à la détermination des T,. 

La base [B,] des polynomes d’Euler ainsi déterminée, nous avons 
les expressions suivantes : 


Ê I 
Eo(x)= =» 
AE EN | 
(131) ie 
E. IyEAE N (—1}S—IT,xn-2s+1 
TL) — — 
n(æ) 2 EN Lol (55 OS SS ED ES 


S—2 


et l’équation aux différences finies (2) donnera par conséquent 


I 
ler) 
o ) ne 
<n+i 
(14) ET En 
E ONE DES (—i)s IT, ær-2s+t 
ë D nt 0 Zi as (nas pis 
ST 
d’où les valeurs numériques 
| Es(o) = . 
(y) ) 2 
l E»rn(0o) = 0; 
(—1)2T 
(16) Hor:1 (0) — a 
k (2n +1)! o2?r+2 
Û I 
\ Eo(— 1) = - 
(17) à + 
Esn(—1) =0; 
(PS n+1 
(18) Eon41(—- 1) = Œu Taxi 


(an + 1)! D2n+2? 


DES x û , \ 
c'est-à-dire que nous aurons, conformément à la formule (16) du 


(') Opuscula analytica, t. IL, p. 272-273. Petrograd, 1785. 
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paragraphe X, 
(19) En(—1) =—E,(0), TUTO Eo(— 1) = Eo(o). 


Remarquons encore que la formule (7) se présente sous la forme 


J n y 
(20) CR AOEITENS TE) 
a 
(—1}S"1T, À 1e 
à Se (2$ — 1) De rame ir) (na), 


$S—=1 


formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes. 

Euler (*) a appliqué les fonctions E,(x), pour des valeurs posi- 
tves entères de x, tandis que Raabe (2?) a introduit les fonctions en 
question pour une valeur quelconque de l’argument #, sans con- 
naître évidemment le développement d’'Euler. 


XIV. — Des suites correspondantes. 


L'introduction des fonctions de Bernoulli et d'Euler nous permet 
d'étudier plus amplement les suites correspondantes, introduites 
dans le paragraphe XI. 

En premier lieu, soient [F,(x), A,| et [ f(x), 4,] des suites 
correspondantes de première espèce, savoir 


(1) Fe(æal=F,(zEa—1)= fr 1x +x) UE 


où z et > sont des variables complexes quelconques; nous aurons, 
en développant, d’après la formule de Taylor, la fonction qui figure 
au second membre de (1), puis, appliquant la formule (4) du para- 


graphe XIE, 


_ 
(2) Fi(z+a) = Ÿ Bn(a) f(x )- 


s=0 


Posons ensuite, dans (2), #—0o, puis appliquons les valeurs 
numériques indiquées dans les formules (18) et (19) du para- 
# 


(:) Anstitutiones calculi differentialis, p. 9g. Petrograd, 1755. 
(?) Mathematische Mittheilungen, t. II, p. 129- 138. Zurich, 1857-1858. 
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48 | | 
graphe XIT, nous aurons | Fe #ER 
Fo(z) = fo(&), | LE 
à DES I \ FANS 
AGAIESATTAIEE , Jo(æ), 4 Ÿ 
‘a 3 ee 
(1) BB, | a TRE 
Fu(æ) = fa) + 2 fan (æ)+N TE Eee 20: 3 


(l 
= 


“ 


d’où, en cherchant les coefficients de la même puissance qui figure 


+4 à R 
ca aux deux membres de ces formules, 
A) —= A, 
* I 
A; = + CAE » * É 
, . <!" TS 
(4) £2 
1 (— 1) 1B; 
An = @n FR a+ (25)! n—2s) 
Se Fa 


à formules qui représentent les valeurs des A,, tirées des équations (20) 


il du paragraphe XI. | 3 
Fi Cela posé, revenons à l'équation (1), nous aurons, en développant e 
“ d’après la formule de Taylor, les deux fonctions qui figurent au 


premier membre 


SJ — 


ru NE: 4 gs+l —(æ—i)+#l ; OO à 
à (86) ñ Pape Dre (2), | 5 
ï $=0 ; £ 

ce qui donnera, pour x = 6, la formule (19) du paragraphe XI. s 


Soit, dans (5), 4 — 0, il résulte le développement remarquable 


rs 


s=n - 
DSTI (> + pja-s+t LE 
6 (x EAN Lee x À: 2 AS à 
(6) ete = ARS LS Re 
S me >” 
= ss 
posons, dans (5), 4 ——1 et +1 au lieu de x, nous aurons de 
même à 
rA SE \ : : à 
. D 1 SH pa—s+i : 

(a) (æ) = NS ces $ 
fa(æ) (n—s +1)! A EU à : 

$=0 


“(y 


En second lieu, soient [F,(x), An] et [fr(x), ar] des suites cor- 
respondantes de seconde espèce, savoir 


see 


(8) Fr(t+a)+Fi(æ+a—i)=f,(x +) Grue 0) 
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nous aurons de même 


sS=n 


n(T+a) => HA (2) 752), 


S —=0 


(9) 


d’où, en posant 4 — 0, puis appliquant les valeurs numériques indi- 
quées dans les Fute (15) et (16) du paragraphe XII, 


) 


I , 
| Fo(æ) = 2 fie) 


cn+i 
(10) { 


RARE SCIE Cr Pa M 


ES (2 =D TEST frs te): 


Si À 


ce qui donnera 


-n+1 
(11) = 


I (1) IT, 
D: EU OA MIE) 
sd (25 —1)!2?s : 


s=1 


savoir les valeurs des A,, tirées des équations (23) du 


graphe XI, 


para- 
Quant aux fonctions f,(x), nous aurons, en vertu de (8), 
sS=n 
+ ZS+(x —1) 
(12) fatD +) =D SF, (x) 


s! 
s—=0 


ce qui donnera immédiatement ces deux autres développements 


sv d 
SAS + (m—i)r-s 
(13) ED il À; 
ÿ=0 
$=n 
or QUÉPE NV A pa PS 
(11) THE, (n—s)! sb 
s=0 


Soit par exemple 
Fr) = B,( æ), 
respectivement nous 
Ge) AA 


NIELS NIELSEN 
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nous aurons ces deux développements remarquables : 


: (T ED Tr (2H nr mel 
(50) = SN CR 
2 HE 


n \ (x Lt jrs —— gn—2$#1 
2V C2rÿ ) Be —_——————— ; 


25 1— 25 +! 
s=1 
ar 
ati 
(CAS rl n +1 (æ+i)t 2S+ x 2 
CG) — ir ( Ge 1 ir es 

2 2$+I DS 

S== 0. 
Les hypothèses 
AD EN RE SN Er) Eh 
FPAtrN= (GE (Gr Er)Er 1tc), 


qui correspondent à 

Dr T) = Bi (ae 

respectivement | 
HE) = E,( 3). 


donnent, en vertu des valeurs numériques indiquées dans les for- 
\ 


mules (20) du paragraphe XIT et (18) du paragraphe XII, 


CR + i)+i— pti = 


(7) Ba(æ) = * nn 


ar 
NS (—1)S(2s —1)B, (2 + 1) 251 ga-2s+t 
7 


(ossi (ns Er)! 
s=i 
<n 
3 
(18) D Ce) Ne PES ee ar Re 
| 5 dm (25)! 022$? (n—2s)! ; 
Ss=0 


où il faut supposer naturellement 7 2. 


Dans le paragraphe X VIT, nous avons à donner deux développe- 
ments analogues à (17) et 18). 


CHAPITRE IV. 


LES FONCTIONS DE BERNOULLI ET D’EULER. 


XV. — Théorème de Jacobi. 


Revenons maintenant aux équations aux différences finies qui 
figurent dans les définitions des B,(x) et des E,(x), savoir 


B À B æri=1 à 
a(t)= En mer (DEAN): 
x't 
BC) art) ES (n2o), 


puis mettons — x au lieu de x, il résulte, en vertu des expressions 
des B,(zx) et des E,(x), trouvées dans les paragraphes XII et XII, 
respectivement 

NEA 


(—i)r B,(— x —1) =(—i)r B,(— x) + CEST 


= B,(x) (0200); 


(—1)E,(—x—i)=(—i)tE,(— x) + _ — 1H () (n20): 


Remarquons encore que B,(x) a une valeur constante, nous 
aurons le théorème suivant : 


I. Les polynomes B,(x) et E,(x) satisfont tous deux, quel que 
soit l'indice n, aux équations fonctionnelles 


\ (ME B,(— zx SE 1) LE B;(x),. 


“ {(—i) En(— x —1)= Er(r). 


Jacobi (!) a indiqué, évidemment pour la premiére fois, la pre- 


(1) Journal de Crelle, t. 12, 1834, p. 267. 
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mière des équations foncuonnelles (1) qui correspond à la foncuon 


= rB, 
@) bte) = Brno + TE C2) 


c’est-à-dire précisément l’équation foncuonnelle en question pour 
une valeur paire de l'indice n. 

Plus tard, la formule générale concernant les B,(x) est trouvée 
par Dienger (‘), Malmsten (2), Raabe (*). La dernière des équa- 
tions fonctionnelles (1) s’est évidemment présentée aux regards de 
Raabe (‘); cependant, il n’a pas réussi à formuler explicitement : 
l'expression fonctionnelle en question. 

Introduisons maintenant, dans (1), 22 +1 au lieu de 7, puis 


, il résulte 


I n 
Bon+: (-i) ee Boni (- : » 
2 2 
I 2 I 
Ent e :) —— E," e = ? 
2 2 
ce qui donnera immédiatement 2 
1 
Boni1 (- " —=ù0; 
2 
I 
Esn+1 (- :) 0: 
2 


Cela posé, nous avons à étudier la valeur numérique 


Bl1— 


posons L—=— 


(3) 


(4) En = (— 1)" (an)latn tt Es (— :) (n21). 


À cet effet, introduisons tout d’abord, dans la formule (15) du 
N LE T L I ; ce" ? 
paragraphe XIIL, x —— ,> PUIS posons 2% au lieu de x, nous 
aurons immédiatement 


D - 


S=n—|1| 


(5) à on 
Ê3 SCENE 
è 1) / ( t) Fa jrs 


sS—=0 


(1) Journal de Crelle, t. 34, 1847, p. 99. 

CDI, rt 35 SE p.64: 

(5) Zbid., t. 42, 1851, p. 354. — Mathematische Mittheilungen, t. T-WI, p. 48-40. 
Zurich, 1857-1858. 

(*) Math. Mitth., p. 138, 
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de sorte que les E, sont des nombres entiers. Quant à la nature de 
ces nombres, introduits dans l'Analyse par Euler (!) et par consé- 
quent désignés généralement comme les nombres d'Euler, nous 
aurons à démontrer le théorème suivant : 


Il. Les nombres d’Euler sont tous des positifs entiers impairs. 


En effet, introduisons, dans l'expression obtenue pour E,,(x), en 


; z I 
vertu de la formule (0) du paragraphe XIE, x — — -, nous aurons 
2 
SERA 
; - r 2 A 
F6) En = Ta+ > HN (RE) 
s=1 


+ 


c’est-à-dire que E, et E,_, sont de la même parité, parce que lesT, 
sont des nombres pairs, abstraction faite de T, = 1. 
Dans nos recherches suivantes, nous avons à étudier plus ample- 


ment les nombres d'Euler. 


XVI. — Théorème de Raabe. 


Comme autre application directe des définitions des fonctions de 
Bernoulli et d'Euler, nous avons à déduire le théorème suivant : 


I. Soit p un positif entier quelconque, nous avons toujours 


SpA 
TRES ER : 

45) pi > Ba (= = }=Ba(r) QT); 

S—2p 

= + TES : Siné 

(2) (2p +1)! > (— 1)$ E (2) NEA) (n20), 

= 

s—2p—1 

m —5$ à ‘4 

(3) (2p}" D: YBR (TE) = E,_1(x) (nzt). 

s=0 


En effet, désignons par 


F,(z), Gatæ), Ha(x) 


(!) Anstitutiones calculi differentialis, p. 542. Petrograu, 1795. — Opuscula 


analytica, t. II, p. 269-270. Petrograd, 1785. 
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les expressions qui figurent aux premiers membres des formules en 
question, il est évident que ces polynomes forment des suites har- 
moniques. De plus, nous aurons immédiatement 


æz\ Æ S æ'—1 
ne comen (5) 3, (8 0] 


RER deu RS 
Ga(æ)+ Glen) = pe) +8 (EE —:)] Fe 
Do x Tr < ani 
H,(æ)+H;(x—1)=(2p}r 1 [8.(2) 8, (2 —1)| An. 


ce qui nous conduira immédiatement aux résultats susdits. 

Les formules (1) et (2) appartiennent à Raabe (!), tandis que (3) 
est peut-être nouvelle; d’autres démonstrations du théorème de 
Raabe sont données par exemple par M. N. de Sonine (?) et par 
A-Berger:(#). 

Il est très curieux, ce [me semble, qu'il existe des polynomes 
entiers, d’un degré quelconque, qui satisfont à des équations fonc- 
ionnelles de la forme susdite. Or, il est facile de démontrer que, 
abstraction faite d’un facteur constant quelconque, les B,(x) et 
les E,(x) sont les seuls polynomes qui possèdent la propriété indi- 
quée. | 

En nous bornant à l’étude d'une seule des équations fonction- 
nelles susdites, par exemple de la première, nous supposons, par 
conséquent, qu'il existe un polynome entier F(x), du degré m, qui 
satisfait à la condition 


sS=p—1 


(4) F(æ)= put Ÿ je 


pæ 
s—=0 


où p est un entier plus grand que l'unité. 
Cela posé, il existe un développement de la forme 


(5) F(æx) = aoB(x) + & By-1(t) +...+ dm Bo(x), 
(!) Die Jacob Bernoullische Function, p. 23-28. Zurich, 1848. — Journal de 
Crelle, t. 42, 1851, p. 356-357. — Mathematische Mittheilungen, t. I-IL, p. 134. 


Zurich, 1857-1858. 
(?) Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. 133-134. 
(*) Acta mathematica, 1891, t. 14, p. 260. 
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où les coefficients a, sont des constantes par rapport à +, bien 
déterminées du reste, ce qui donnera, en vertu des formules (1) 


et (4), 


S = 1 
ENEDE D: CA D Cr), 
sS=0 
d’où, en vertu de (5), 
4s = Asp", 
savoir 
GI 0 (SE Æio)) 


de sorte que nous aurons finalement 
(6) ÉMENPPBE-Cr); 


où Æ est une constante quelconque. 

De plus, il est très curieux que l’existence d’une seule équation 
fonctionnelle de la forme (4), savoir pour une valeur spéciale de p, 
entraine l'existence des équations de la même forme, où p est un 
positif entier quelconque. * 

Introduisons maintenant, dans (1) et (3), p = 2, respectivement 


D = 1, puis remplacons x par x + 1, 1l résulte les deux formules 
Ve >] P'a€ ; 


D æ—1 
Biu(r)=a|Bu(t) Soprer( À )l 


\ 


æ BE Là 
Her) [n. 1 (2) es Bai ( = )| ï 


d’où, en additionnant les deux formules ainsi obtenues, 


spéciales 


(7) 


l : Ca 
(8) PA60) = AD" (£) — B,.1(x). 


Posons ensuite, dans (8), æ—0, puis introduisons 27 —1 au 
lieu de 7», nous aurons immédiatement le théorème suivant, dû à 


Euler (!) : 


IL. Le n°" nombre de Bernoulli B, et le n°°"° coefficient des 
tangentes T, sont, pour une valeur quelconque de n, liés par la 


( 1) Opuscula analytica, t. I, p. 273. Petrograd, 1785. 
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relation 
222 (92n — 1)B» 


(9) le TS 


La formule que nous venons de démontrer est intéressante parce 
qu’elle touche à la question concernant la nature des nombres de 
Bernoulli, en indiquant que l’expression qui figure au second 
membre est un positif entier. Dans nos recherches suivantes, nous 
avons à étudier plus profondément la question susdite. 

Revenons maintenant à la formule (1), puis appliquons les 
valeurs numériques, indiquées dans les paragraphes XIT et XII, 


Savoir : 
, (= n—1B 
Boo) =1—= B5(— 1), Ban(o)= Ban(— D) = EE. 
(10) ue Ta 
| BONE EE Ce es B:»+1(0) = B:7#1(—1)=00, 


(ri) (—13)2T,,: 


(an +1)! 22442? 


À Bi(e) = En) = >; Ba (o) = Bir(—1r) —:0; 
{ Esn+1(0) = — Eon+1(— 1) = 


nous aurons immédiatement 
s=p—1 ; B 
s: 1)? EL PRE, 
(EE) V Ben (— © UP pote (nb near): 
dd p (Or) ne 
Ref L 


tandis que la formule correspondante, pour une valeur impaire de 
indice, est, en vertu du théorème de Jacobi, une trivialité. 

Il'est évident que la formule (12) nous permet de déduire une 
suite de valeurs numériques. 

En premier lieu, soit À — 2, nous aurons, en vertu de (12), 


(13) He (- :) D Go à mn LL (n>r), 


(2r)lor 


tandis que nous trouvons immédiatement : 


(14) Bo (— IE 


On voit que ces deux formules forment un supplément néces- 
saire aux valeurs numériques indiquées dans le paragraphe XV, 


CHAP. IV. — LES FONCTIONS DE BERNOULLI ET: D'EULER. 57 


Savoir : 
(15) Bars (- :) — O, 
2 
(16) Esn+i (- E == ON 
2 
“(= 
à 2 


G7) 
En(—s) = EE 


— . 
(2n)! 221#1 


. En second lieu, soit n — 3, nous aurons, en vertu de (12), et en 
appliquant le théorème de Jacobi, ’ 


TONNES Reese 
9] 


2(27)132r 


tandis que la formule (2) donnera de même, pour x — 0, Der 


€ (—1)2-1(322 — 3) Te k 
Es = = — Lon 5) à en), 
LR Ses Fe .( 3 Caen 


\ 


Remarquons, en passant, que les valeurs numériques 


I 
Ban (— 5) Fan (— ;) 


ne sont pas connues sous forme simple, analogues aux deux valeurs 


précédentes. 
En troisième lieu, l'hypothèse p — 4 donnera, en vertu de (13), 


I 3 (— 12 (222—0)B, , 
D) =) Goes à ra) 


, nous aurons de même 


. . . N il 
introduisons ensuite, dans (8), x ——, 


L 4 3 (— 1) E, ar 
(21) Ban+1 (- ;) = — Bons (- :) MENT (nR2t). 


En dernier lieu, soit p — 6, nous aurons, en vertu de (18), 


Il 


ñ (— 1 n—1(322— 3)(9227— 2) B? 
(22) Br (- 5) = B;» (- 3) ne D MONTE 
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tandis que la valeur correspondante 


I 
B:n+1 e 3) 


n’est pas connue sous-forme simple. 

Ces résultats numériques, dont la plupart étaient connus par 
Raabe (*), se trouvent dans des Mémoires de M. N. de Sonine (*°) 
et de J. Worpitzky (?). 


Revenons encore une fois à la formule (1), nous aurons immédia- 


tement 
S=p—1 
ÆX—S\ ÉA T ; 
(23) ins » [B.( )— Bu (2) = B,(æ)—p"B, 2) (p22), 
pe \ 
rem ie Ko 99 P .P 
ce qui donnera 
s=p—i ’ ; 
— s ; —1)2( ES, | à « $ 
(24) D [Be (— 2)-B0)] = SE 8 (R2Z1), 
S=1 : 


savoir la formule appliquée par Kummer (*), dans ses recherches 
fondamentales sur le « dernier » théorème de Fermat. 


XVII — Formules de Jacobi et de Raabe. 
Les valeurs numériques, trouvées dans le paragraphe précédent, 


permettent de déterminer les coefficients de divers développements 
obtenus pour les fonctions B,(x) et E, (x). 


À cet eflet, prenons tout d’abord pour point de départ l'identité 
évidente 
1 ( :) 
CE EU 
2 2 


la formule de Taylor donnera, en vertu des formules (13), (14), 


. (9) Journal de Crelle, t. 4?, 1851, p. 335-364. — Mathematische Mittheilun= 
gen, t. III, p. 189. Zurich, 1857-1858. | * 

(2) Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. 134-135. 

($) Zbid., t. 94, 1883, p. 2rg-22r. 

COTE ATAU ES50 pe mare 
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(15), (16), (17) du paragraphe X VI, les deux développements 


1\2 se 1 \2—2s 
De à (eu 
2 NV) ESA 2 

————— D ———— y 


(25)l92s (n—2s)! 


CEE « 
I \2 LE 1 \ 225 
(+2) Fià si (+2) 
— 1} KE, 2 
(2) RACE) EE ] — ; 
: els dm (25)!225+1 (nn — 95)! 
s—1 


qui sont dus à Raabe (!) et qui nous conduiront à plusieurs autres 


développements des B,(x) et des E,(x). 


. . il . 
En premier bleu, posons Ê (æ — 1) au lieu de x, nous aurons 


re 
23 
Dés Lt) æ” T(— 1) (28 — 2)B;rtr2s 
É À DL B == LISE te 
ns é bn (< ) nl (2s)!(n—s)! : 
sl 
! <a 
x 4 PAT PAL = (—1} Eros 
n+1 KE —— —_————— 0° 
(4) Fa E,( 2 ) n | De res 


S— 


En second lieu, posons, dans (1) et (2), 2n au lieu de », puis 


appliquons l'identité évidente 


1 \2 I 
(24° I en en or 
\ 2 4 


il résulte tout d'abord 


L\Z a (e+ pr re 
2 + — SE ? T 
(a+ x -) (— 1) (225 — 2)B, Â 


4 

PE EDS (25)! 2?s (an —5s)! 

ÿ s—=1 | 

1\2 V4 we % ) 
2 = ST T'= æÆ F7 
; (x +æ+>) _ rnsEs À 4 
Era(z) = 2 (on)! F2 os) (an —92s)! 
| si 


(2) Journal de Crelle;\t. 42, 1851, p. 355, — Mathematische Mittheilungen, 
CID. 133. Zurich, 1897-1998. , 
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d'où, en ordonnant d’après les puissances de la quantité (x?+ x), 


S=nr 
Fn;: ns 
(5) Ben(x) = PRET (a+ x}, 
s—N 
s—n 8 . 
n,5 9 =$ 
@) En(e) = D Trnpraes (ea) 
s—0 


où nous avons posé, pour abréger, 


ri 
Sp 
(5) k neo ire n —Ss\ 0 PT : 
Re FD 1) RO (2 2) Be: 
Bo 11, 


M Jet) Cf) 
1 


je n'ai pas réussi à donner sous forme simple les coefficients 4, 
et Ê 


p 
n,p° 
Soit particulièrement x égal à un positif entier, Jacobi (!) a 
démontré l'existence d’un développement de la forme (5). 
Cherchons ensuite les dérivées des deux membres des formules 
(5) et (6), nons aurons les développements analogues 


t S=n—1 


1 (2n —92s)an.s 4 
( Ba (Tr) = (T4 — (rl + mr -s—-1 
9) nm1(æ) à FR EUAS) 3 
EL 
sS=n—1 
: pi + (an —9s à 
(10) Eon-1(t) = a = D CR Rs) es ee ER 
2 dd. (272) 122551 
S—0 


dont le premier, pour une valeur positive entière de l'argument x, 
est dû à Prouhet (?). 
En se rappelant la valeur de B,(0), en aura, en vertu de (5) 
et (9); 
(11) { Ln,n = (— Dub 
| Xn,n—1— O0; 
ne Tree 


(!) Journal de Crelle, t. 12, 1834, p. 271. Voir aussi Nouvelles Annales, t. VI, 
1848, p. 448; t. X, 185r, p. 198-190. 
(*) Nouvelles Annales, t. X, 185r, p. 199-200. 
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d'où. il résulte, en introduisant les expressions correspondantes 
tirées de Ch ces deux formules bien connues : 


S—=nr—1 


(12) Hs re 2 (— 1)S - NICE EN 


S—=n—1 


.{2n+i\, 4 TRS 
ME > 0, ( 2S+I ) (+ Homedennt AUTRE TEEN EEE 
S=0 
dont la dernière appartient à Euler (!). 
Les développements (6) et (10) donnent, de la même manière, 


« — O0, 


Grret— (nil, 


(14) 


d’où, en vertu de (8), les formules récursives bien connues : 


sS=n—1! 
AN —1) 
(15) T, + > Cf )Eres Cut 
S=1 
s—=n—1 
2n : 
(16) Y (0) Eee pt, 
s—0 


dont la dernière, due à Euler (?), représente la première formule 
récursive connue pour les nombres d’'Euler. 
Appliquons maintenant les valeurs numériques (11), nous aurons, 


en vertu de (5)et (9), 
Bin(æ)= 2°(& +1)? fonu(æ) + Bon(0) (#29 


(12) Bam)= r(e#+) (e+ L) grn(æ) rent), 


tandis que les formules (14) donnent de même, en vertu de (6) 


et (10), ul 
Eon(x) = x(x +1)han-a(x) (n21), 


(18) Erertut— (a+) kon (æ) (nZo). 


() Opuscula analytica, t. IT, p. 261. Petrograd, 1785. 
(2?) Zbid., p. 269-270. 
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Dans ces quatre formules, les 
PAC D NS AIO ED NU TAC) 
désignent des polynomes entiers d’un degré égal à l'indice. 
Revenons maintenant à la formule (1), puis introduisons =æ, res- 
pectivement : (æ — 1) au lieu Ce x, nous aurons, en additionnant, 


respectivement soustrayant les deux formules ainsi obtenues, puis 
appliquant les formules (5) du paragraphe XVI, 


Ur 
ES 

, (æ +i)i+ mn (— 1} (225— 2)B,; (x +Hi)ris + mrts 

(19) 2B CT) = ————— + RE —— 


n! (257! (n—2s)! 
s=1 
2 
re 
(x + rer — pari (— 1 JS (225— 2)B, (x + p)2-25+1 — pn—25s+1 
(20) PACA TT EN EG Or S RME ITR ME RS PE CTIT EME ST — 0e 
; (n +1)! (25)! (n—25s +1)! 


où il faut supposer 7 Z 2. 
L'analogie de ces deux formules et des formules (15) et (18) du 
paragraphe XIV est évidente. 


Posant, dans (19) et (20), x — 0, on retrouve les deux formules 
, : A É L 1 
récursives (12) et (13), tandis que l’hypothèse x — — - donnera, 
2 


pour une valeur paire de n, savoir, en introduisant 2» au lieu de n, 


dt | 
(230) (— rl (2221) (222 9)B, = 1 + > Ca (9) at ats —2)B4, 
S—=1 . 
sS="n"r 
(22) (1) 7r F1)E;=1+ > hares, 22S(22S— 2)B.. 


Si 


Il est évident que l’on pourra déduire, en vertu des autres valeurs 
numériques indiquées dans le paragraphe précédent, un nombre 


de formules analogues à (1)et (2). Nous nous bornerons à men- 
tonner les cas suivants : 


Appliquons les identités évidentes 
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nous aurons, en vertu de la formule de Taylor, 


d’où, en additionnant, 


3 B, Bu(r—2)= ER Fe Re: RS 
Fa CRE di =! DS (a —2s)! Bas ( E 


\ 


L'identité 


77 Et +(2+ 5 
ave ) 
donnera de même 
N AL 1 \72—25 
I ce (+ 4 Tr: ‘ 
(24) Bu (z— 2) DB (— x 
$ 4 (n— 925)! 2 


Cela posé, soustrayons les deux formules (23) et (24), puis appli- 
quons les valeurs numériques indiquées dans les formules (13) 
et (20) du paragraphe précédent, il résulte 


(25) CL) f8c+ 0-2) 


d'où, en posant + — 0, puis introduisant 2r +1 au lieu de n, 


V=n—tl 
à an 22s+1—_ 5 
(26) , (= iM AE, = > Nr) re Ta 


S—0 
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XVIII — Développements divers. 


Les suites correspondantes, étudiées dans le paragraphe XIV, 
nous fournissent un simple moyen pour déduire, d’un seul coup, 
une suite de formules, autrefois démontrées séparément et, par 
des méthodes différentes, et beaucoup d’autres. 

A cet effet, prenons tout d’abord pour point de départ les deux 
identités 


<® 
— 2 
B,(æx) + B;(x —1) = Ar +2Ù 


CAL (= 1)S—1 B, æn—?s 
PS, 
| (25)! (an —2s)! 
SA 
<n—i 
NZ 
| 4 ; TS T # æn—25—1 
CAES D CD PQ ee DER ERre na 
ad (25+1)! 225 (nm — 25 — 1)! 
S5=0 


tirées directement des expressions explicites, trouvées pour les 
fonctions B,(x) et E,(x), nous aurons immédiatement les déve- 


loppements 
n 
I LE de. DB, 

(1) ent) = Er) + ET Ea-as(æ), 

£a y | 

ON CT 

(2) DORE tee Bh-55(x). 

s=:0 


En second lieu, les formules (3) du paragraphe XVI donnent de 
même 


/ 


a æ I F SO) UE 
Ge 1Bn(=) = Eu(æ)+ > Enr) + °° 2 SEn-os(T), 


(25)! 
<r+1 Es 
n—1 A — 4 : Sa PP 
(4) 2 Ba (T) = BG) + Ÿ TE pi (ae) 


De plus, les deux expressions 


on+i [5 (£) EN DE (E = )] 
2 2 
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étant déterminées à l’aide des formules (13) du paragraphe XIIT 
et (4) du paragraphe X VII, il résulte les deux développements 


Æ\ 12 COST "4 (—1Y$E, , 
) 2n+1 En (©) =D reel Br25(x) + > = — "© Bn-251(x), 


2 
Ca nas ï —1}ÿ$E 
DoiTUE; (2) = 2 Er(x) + Dr En-os1(x) + D a En-25 (x), 
S=0 4 s—0 
analogues aux deux précédents, mais plus compliqués. 
Cela posé, nous aurons à généraliser beaucoup les deux formules 
(24) du paragraphe XII et (20) du paragraphe XII, formules que 


nous écrivons sous la forme 


sS—=n 


(+1) Ba-1(x) — (7 —:1) B,(x) =Ÿ B;(0) B:-s(æ), 
té 
S—0 , 


SSL 
(rx +1) E;(æ)—(n +1) Ers1(x) => Es(o)E;-s(x), 
Ss—=0 
En effet, soit y une variable complexe quelconque, je dis que nous 
aurons ces deux formules beaucoup plus générales : 
EN 


RER Er) Br) —(n—1)B;(r + y) > Bs(y) Br-s(x), 


=) 
| Ne 
(8) (+y +1)E,(x+y)—(n +1) Enr +y) = ESCy)Er=.(x): 
$=0 


La démonstration est évidente, parce que les polynomes qui 
figurent aux deux membres des formules en question forment, 
regardés comme fonctions de y, des suites harmoniques, dont les 
éléments sont égaux, deux à deux, pour y — 0; c’est-à-dire que les 
formules (3) et (8) sont des conséquences immédiates du théo- 
rème VI du paragraphe XI. 

Il est évident que les formules (3) et (4) sont susceptibles d’une 
généralisation analogue. En eflet, les formules en question se pré- 


sentant aussi sous cette autre forme 


Sn sS=n 
à) re 
ne (2) =Ÿ E,(0) Ba-s(æ) = D Bs(o) Eu-s(æ), 
== 0! s—=0 


NIELS NIELSEN 
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on aura immédiatement la formule beaucoup plus générale 


. s=n 
7 Ro Bi (7) =VE, (7) 0) 
s—=0 


Cela posé, introduisons dans les trois dernières formules 27 au 


lieu de n, puis posons y =— x —1, il résulte, en vertu des équa- 
tions fonctionnelles (1) du paragraphe XV, les trois identités très 
curieuses 
S—=27 ( à ( . )B 
À : —1)"(2n—1 
s=2n ( T 
. s = EN L 
(1) > (— 1} E,;(x) En æ — (on)!27+2? 
s=0 4 
s=2n 1 B 
F/ ro) 
(12 > CP Es(æ)Brn-s(æ) = RE SOS 
s=0 


Appliquons ensuite les valeurs numériques trouvées dans le para- 
graphe XVI; il est évident que l’on peut déduire, à l’aide des for- 
mules précédentes, un grand nombre de relations entre les B,, 
Th, Es. Dans ce qui suit, nous nous bornerons aux plus simples 
des relations susdites. 

Appliquons tout d'abord les trois dernières identités, l'hypo- 
thèse x — o donnera, en vertu de (10) et (11), les deux formules 
élégantes | 


S—n—1 : 
» ; 27 

(13) (2nr +1)Bh= D En LS ES 
LE | 
S=n—1 

: 27n 

(14) IE Ÿ pe T1 Tn-s 
S=0 * 


dues à Euler (!) et trouvées déjà dans notre introduction des B, (æ) 
et des E, (x) respectivement; la formule (12) donnera une trivialité 
pOur — 0: 


(1) Anstitutiones calculi differentialis, p. 416, p. 495. Petrograd, 1795. — 
Opuscula analytica. t. IL, p. 266, p. 270. Petrograd, 1785. 
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. . et 
Soit ensuite > — — =, il résulte de même 
S—=n—1 
à on 
GS) Lan—sam+agme À (9%) (ue) 2)B,B,., 
SA ï 
S—=n—1 
(16) Tn+i— 2En — » (1) EsEn-s, 
S=1 
S=n—1 
U7) (=D a)B, = À (27). 
s=1 F 
Quant aux formules (5), (8), (9), les hypothèses x —0, y —=— = 
donnent 
s=n—1 
(8) [(an—n2%—{n]B= Ÿ ou (222 225#1)B,B, 
a s=1 
S—n—1 
Si NET 
(19) Ep+i— Ty — > bete En, 
S =0 
S—=n—1 
(20) tan DD: Tri > pers) (2272-25 0 )Bn T4; 
S=—0 


la formule (16) est due à Scherk (‘). Multiplions par 22? la for- 
mule (13), puis additionnons et soustrayons de (18) la formule ainsi 
obtenue, 1l résulte respectivement 


s=n—1 
2n 
(21) (2227+2n)B}= > (a )eBeBs 
EF | | 
s=n—1 
SN /2n—1 ; 
(22) Ole > ( sd JarBeT, 
| 
I . ; 
Posons encore, dans (7), x = 0, y —— 7 il résulte 
sS=n—1 
; 2n 
O3) Gn+nE-(amær)e@mnBe À (97)aBE. 


s=1 


RE  —  ——— ————————————— 


(:) Mathematische Abhandlungen, p. 6. Berlin. 1825. 


Fe "+ 
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et 
(24) on(an—1)En1+{[2n2(27%—2)—2t"]B, 
s—=n—1 
an , 
= »e ( ) (222-25— 2)2#B;B; es, 
25 
S—=1 
# 
di les h hè —=!{, y—" donnent 
tandis que les hypothèses Tr =— >, ÿ—— 7 
S=Hn—1 
: 9 PA LA bots B.E 
(25) (on —1)E,—(2?77—1)(227— 2)B, = > DE ) (225—2)2#B,E,—., 
SA F 
(26) on(on—1)Er 1 —(2n+22t)(227—2)B, 
s=n—i1 
2n 4 2 
— > te ) (9227-25 2)\(2?25— 2)25B;B; 
Ss=1 A 
- LE : I I I 
il est évidént que les ‘hypothèsesr ==", y "et 122% 
QUE 3 2 
L . . 
Ver donnent d’autres formules analogues, mais plus compli- 
0) 


quées ; c’est pourquoi nous nous bornerons à indiquer l'existence de 
ces formules. | 
Revenons ensuite aux développements (1) et (2), les hypothèses 
BB ) } J 


I 
T=0,X—=—- donnent 
S=n—î1 
& PLIS 
(27) Tr = > ( LA. }>BTs 
s—1 
sS=n—îi £ 
(28) En = 2(22—1)B, + > (os )2BsEn-s; 
LES à 


de plus, nous retrouvons la formule (20). 
Quant aux développements (5) et (6), nous aurons, en posant 


T— O0, 
s=n 
I à LT DIE 
(29) Tru (n mile Ey = > ( ne se) TsBa-s+1, 
# S=1 1 
S=n—1 
‘ ES 2n 
(30) E, — nl, — D: (rer. 
Si 
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et 
S—=n—1 
27 — 
(31) (a2r-1 9 T, — > ( JRrETies 
2: 
s=1 
S=n—1 
LL 2n 
39 222—1E,, — 5 Joss Ts. 
(32) € > 25 +1, A 
s—0 


Il est évident que les formules précédentes permettent de déduire 
plusieurs autres d'une forme assez simple. 
En effet, additionnons (15) et (28), il résulte 


S=n—1 


(33) LTÉE (CR) ns TE, 


ADS T 
S—1 


soustrayons ensuite (17) de (25), nous aurons de même 


S—=n—1 


(34) 22%E,— (22212 4)T, — D: (Fi )e-s)ante., 


2S ET 


«=1I 


tandis que nous trouvons, en soustrayant (15) de (26), 


(35) (an —1)222E, 3— (222 4n—4)T} 


S=n—î1 


sé D (D etant, 
25 —] 
S—? 


XIX. — Développements d’un polynome quelconque. 


Soit maintenant 


(1) (x) = an02 + an 21 + + Ann + Ann 


3 à 
un polynome quelconque du n°"* degré, les coefficients ay p et By,p 
des deux développements 

p=n 


(2) VE 2) > An,p Br-,(x), 
p=0 « 
P=Ne 


(3) ÉD bn pr) 


p=0 


sont, abstraction faite de on,n, déterminés, en vertu des formules (14) 
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du paragraphe V et (8) du paragraphe VI, parce que les développe- 


ments en question donnent immédiatement 


p=n—1 
VA CN CT Lu Li 
(4) DAS , (a pe 1))à 
P= 
p=n 
. 53 Ba,pætr : 
“ PEL) 


Une autre détermination des coefficients 4» » et By p peut être 
établie à l’aide des formules de Taylor 


s=m+i 


hs 
B»+1(7+h) = > ci Bis 12): 


s=0 


s=m 
hs 
Eh(x + h) —= De a En-s(m): 
S== 0 


En effet, soit À = — 1, on aura, en vertu des équations aux diffé- 
rences finies qui figurent dans les définitions des B,(x) et des 


Es(zx), 


$S—=m 
a É 26 ee. 0 Bh-,(x) 
(6) AINP A STE er | 
S =0 
sS=m 
pre (—1Y Emn-s(x) 
(7) A = 2 Enr) + Ÿ 


s=1 


la première de ces deux formules est, pour une valeur positive 
entière de x, connue par Euler (!). 

Cela posé, développons, en vertu de (6) et (3), toutes les puis- 
sances qui figurent au second membre de (1), puis ordonnons 
d’après les B,,(æ), respectivement d’après les E, (x), les expressions 
ainsi obtenues, il résulte, pour les 4, », 


s=p , 
8) RD tes 


(s+i)! (BÉPEN) 


s=0 


(*) Jnstitutiones calculi differentialis, p. 406, Petrograd, 1755. 


S=PE ; - ER 


, CR A SUP YPEES TL : 
Rx $ AFTEPEETT) =D" FES Jamn-s (0£p£n—i1), 2 | Es. 
ee 5 $=0 . d 
PACE LYS | | 
2 2 CŒrFan ne * 
e For SH 1 ; , M 
; sS=0 mr , 
ce e qui montre clairement que le dernier coefficient +, , est généra- RU. 
“A lement d’une forme différente et plus compliquée que les autres à 2m: * 
2 Te ,P° : < : à 
Quant au développement d’après les fonctions d'Euler, on aura Et 
e de DIDIER e | me 
F0 à Le ; 
L Bno = = 24An,0; Gi 
s : TE re plane en o 
À ne) | Brp= 2(R — p art À ) £. )' An,p-s F we 
# À . S=A p. T ; 
, \ À HIS e 
_ ou, ce qui est la même becs Re 
& ge 10 d: 2 
: $ 
A Brno MEET > A TR: 
té = 1) AIDE 21), AE 
pue np}! Pt 2 > res (" s ) Dee APE) 2 HIS 
sl ; nr 
ë Ë #5 PES 
Lys 8 . ss ë = CR 
| Soit particulièrement f(x) un polynome harmonique, savoir M. 
ES , s pit É: 
NRC 6 form SE 
les développements (2) et (3) se présentent sous la forme ne 
L à } ; p=n 4 
À L : Te 
PEIER fn(a) = À 7 Bale) À 
“1 ; p=0 ; 54 
; : p=n ” : : DL 
14) Jn(x) > 5p En-p(æ), Ve) " 
D pi=0 DE 
L où ë + 
à =p , 
) de, Lk 
(5 ET. ST) Rs 
Et NL? 
4 À 
. se Bo = — 249; | (7 
à + (= 1) ap u aps, . 
(18) rs pr TNA 
s=0 
& 
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Cela posé, il saute aux yeux que les deux classes de développe- 
ments que nous venons d'étudier, savoir les formules (2), (3) et 
les formules (13), (14), sont d’une nature entièrement différente. 

En effet, soit y£ 7, on aura, en vertu de (2) et (3), 


PRE 

(17) JM(z) = Di An,p Br (x), 
p=0 

4 P=n—N 

(18) fV(æ) = > É Éaele 
p=0 


tandis que le même procédé, appliqué aux développements (13) 
et (14), donnera des formules obtenues de (13) et (14) en posant 
n — y au lieu de n. 

Introduisons maintenant, dans les quatre développements susdits, 


nous aurons évidemment des formules récursives pour les B,, T,, 
E,, formules qui sont d’une nature entièrement différente, selon 
que nous prenons pour point de départ les formules (2) et (3) ou 
les formules (14) et (15). 

En effet, soit par exemple x — 0, on aura, en vertu de (2) et (3), 


a 
S 


re 


I (— 1) à nn» 
19) a C2 Ton HN ae) 
(19) nm, nm, 1L,nr—1 pas (25)! $S3 
SA 
<a —1 
\ en: Ÿ (— 1) Br,n-ss-1 
(20) An,n = = Ban + = Es+tnloursr s+1) 
Ss=0 


tandis que les développements (13) et (14) donnent 


er 
= 9 
I ST NS MER 
(21) An = An + — An—1 + NV 1) ans B, 
2 Zi (25)! s9 
£— e 
(22 ane NReDiE 
) ë 5 du 74 (25 +i)l22s+? s+le 


S=0 


23) 


24) 
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Dans ce qui suit, nous désignons comme régulières les formules 
récursives qui proviennent des développements d’un polynome 
harmonique, tandis que les autres formules récursives seront dési- 
gnées comme irrégulières. 

Cette définition adoptée, il est évident que les formules récur- 
sives développées jusqu'ici sont des formules régulières. 

Pour obtenir des exemples des formules irrégulières, étudions le 
polynome 

HER 


NAT, EE mt UE (— 1) 
TH I 


nous aurons les développements 


Sri 


HR  Ç R è ET 
CE = (—1)#\, + > y [(5) | (n—s—1)! B;-(x), 
= 0 
n+1 ji se \ k 
PRET LE >> [5 +:| (n—s)!"E; (x), 
s— 10 


où nous avons posé pour abréger 


(25) = tp tp tete 


(27) Ven) 5 


introduisons ensuite, dans ces deux formules récursives, n — 21m, 
respectivement 22m +1, puis soustrayons les formules ainsi 


obtenues, il résulte 


sS=Mm 


ir DÉS RE 


/2m+I 16 (— DUT »+1 à 
(29) 2 =Ù | 25 Ve * 2 22/n+1 
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L'hypothèse D = donnera de même 


ü 


TETE M + 2%— » B 
(30) À mo SC of("* Vol 


S=1 


£2 


— ny, DCE | == 
(31) : = Re ÈS te +1] Es, 


s=1 


d’où, en soustrayant les formules (26) et (30), 


n — 2 I ei n+I ie 
(32) Her D [( “ )-: 
— 41 


posons ensuite, dans les trois dernières formules, 7— 2m, 
n—=2m +1, puis soustrayons les formules ainsi obtenues, :1l 
résulte d’autres formules récursives d’une forme plus simple. 


nous 


2 (20 


I 
En dernier lieu, posons, dans (26), x——-, x —=— 
4 


aurons, en soustrayant les deux formules ainsi obtenues, 


ère 
à 22n+3 __ Fn+2L 1 (— 1}s—1 ñn+I ÿ 
33 D —  — — = - — ; 
(a SEE S os Fès | ne 


S=1 


XX. — Des produits B,(x) B,(2), B;(x) EL(æ), En(x) Ep(æ). 


Dans le paragraphe X VIIT, nous avons donné des généralisations 
très étendues des formules (24) du paragraphe XII et (20) du para- 
graphe XIIT, formules que nous avons à généraliser ici d’un autre 


point de vue. 
À cet eflet, posons, pour abréger, 


Tale), 
fix) =, 


LT 
Li 
7 
IA 
Jus 


(— 1)S—1 B, æ—2s 


| se )= 2 Got 


= 


3 t ï 4 
1# 
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et 
So (æ) —= O0 
; <nr—1 
(2) PM | 
he 1 T æn—2s—1 
ste) DE DTen at 
dd (25 +1)l225#2 (nos 1)! 
S=0 | 


[l 


nous aurons, en vertu des expressions de B,(æx) et de Et), 


PAPER AC PRES 
(3) 2 Ne — A ê : 
Tu 
| DAT PACS EEE 
. I LA \EX 
E,(x) = x _ + Enr(T), 
(4) 
1 æn HS 
En(x —1) — > ni 8n(t), 


ce qui donnera immédiatement 


DR Ce tr Done var) et), 


CPL Nr)! 
P nr, 
(6) Ex(z)E,(æ) — En(x —1)E,(x — 1) = ee ter, 
a : TP fn(r) al gp(t) 
(7) Ba(x) Eb(æ) + By(x —1)E(x —1) = MTS ER pers Ve | 


Cela posé, la formule (5) donnera immédiatement un développe- 
ment de la forme 


\ ; [n + , 
(8) Ba(æ)Bo(a)= Kant (7, ) Bh+p(x) 
£? 


— 1})—1B + p —92$—I 
AL C7 ë ) Bh+p-25(x) 
(ares, Vlr 


s—=1 
££ 
— 1} —1B, —25—I 
SEL D) io À } Bnsnai(e), 


os) À n—1 
s=1 


« 


où la constante K, , se détermine comme suit : 
Cherchons les dérivées des deux membres de (8), puis appli- 


quons l'identité 


D:[BA:(x) B,(&)] = Bx1(x) B,(x) + Bilx)Bh-1(x), 
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nous aurons, en développant, d’après la formule (8), les deux pro- 
duits qui figurent au second membre, 
Ky1,p + Kx,p—1 — 0; 
ce qui donnera 
Kh,p En Kp+1,p—1 en) Kent 


Or, posons, dans (8), p —1, nous retrouvons la formule (24) du 
paragraphe XIT, ce qui donnera 


(2v)! 


de sorte que nous aurons le résultat général 


RER (a+p=2k+i), 


) (= 1)2+# Bz 
K Et De 
| HE (24)! 


(ose 
(n+p=ak), 


où Æ désigne un positif entier. | 

Soit, dans (8), x égal à un positif entier, la formule ainsi obtenue 
est due à Lucas (!), tandis que feu M. E. Lampe (?) a étudié des 
formules plus générales de ce genre. 


Posons, dans (8), p — n, ce qui donnera 4 — », nous aurons 


es l B} : 
(10) PB) ee + (97) Ban(æ) 


(— 1) 1B, /2n—92s—1\ 
nr (TE) Ban), 


tandis que l'hypothèse p — 7 +1 donnera 


fan +1 


(11) Bn(2) Bar(z)= | À } Banta(æ) 


(—1)1B, fon —2s+1 
+ ( n À Bincesi(æ). 


a, 


a 


(1) Nouvelles Annales. 2° série, t. 14, 1875, p. 487-495. 
(*) Journal de Crelle, t. 84, 1878, p. 270-272. 
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* 
La formule (6) donnera de même 


(2) Æ,(x)E,(x) 


ePp=lA 
M? 

= K HAS (ar Nn+p—2S—1 B 

TOM À fas+nianes ñ ntp-t(®) 
S= 0 


V2 
(—1}T,. R+p—25S—I 
+ > re ( 1e Tee) 


(2s +)! 22s+2 P 


où la constante K, , peut être déterminée par la méthode appliquée 
dans le cas précédent; on trouvera de cette manière 


(13) HAL T SE 


| SRE (n+p=32k+i), 
| — G@k+i)lo##2 


(n+p=2k), 


où Æ désigne un positif entier. 
Soit particulièrement, dans (12), p=n, p—=n#r—+1, nous aurons 
respectivement 


Ty+1 


(COMARIEAILE (on Hilo? 


en—1 


\ 


2 
CR er os 5 
2 os (LP), 
D EE ( n ) 2n—2s\T ) 
s=0 
ES 
(15) En(t) Enr(x) = 


s—0 


—1)T 2n—2S+I\ k 
rt ( Ban-2s1 (2). 


Css n +1 


Quant à la formule (3), nous aurons le développement 


Fa | 
(16) B,(æ)E,(x) = fe ni Ex+p(©) 
= (rt B, HEURE FRAME 
+ DIETIUER p ) n+p—2s(T) 
s=I 
<P 
=? 


(= 1) 1TS re + p — 2) DÉPRCÔE 
FD 


25 —1)!2?s n —1 
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posons, dans cette formule, ñ = p + 1, puis appliquons l'identité 


de B»h mp, 
221 2m 2m 


nous aurons la formule la plus simple de ce genre 


(17) Brn(z) Er(x) = en E:r11(2) 


PS EE 2R—2S+1\E es 
(25)! ñn Dr 25 FAN = 
s=1 


Il est évident que les formules précédentes nous permettent de 
déduire un très grand nombre de formules récursives non linéaires 
pour les B,, T,, E,, formules qui sont à regarder comme les inver- 
sions des formules trouvées dans le paragraphe X VIT. 

Or, nous nous bornerons à indiquer les plus simples des formules 
en question. 

Posons, dans (10), x — 0, puis remplaçons » par 2n, respective- 
ment par 22 +1, il résulte 


gn\ PRIE SUR 4n\ f4n—92s—1 
GT) Si] Be (Bi) COM IE 
En +02 fe An +92\ f4n—2s4#21)\ 
Go) (Cr) tr] Bmu=2Y( 25 )( on } Be Ban-s+- 


La formule (14) donnera de même, pour x — 0, 


Go) Tu= (nn (ft? )Ts 


2n 
S=R 
; ân —1I En —2s — in? T 
pe. ‘ 1—2$ 
di 2$ —I ST 1 à s Bin 
Si== 11 
S=n—1 F 
n+I An —2S—1I 
(21) rer NN Â À { otn—25T,. ,B 
cd \25s+1 on ete 
S=0 


P S [e L' — — & 1S 
osons, dans (11), x — j’ puis remplaçons r par 27, respec- 
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uvement par 2% + 1, il résulte 


an +1 an 
(2) Car )eme( it) (am 2)B,E, 
SA AR —2$+TI 
HD) Det on ) 245 B,Eon_s, 


in +3 { its 
(23) ( >) En = (D r)@m Rue, 


27 + 27 + 
S—=n—+i 
fn+2\ /4n—2 
ON" AU 4 s +3 BE 
él 25 DR STI SASHA 


G5) (nr) Ten D (CET auBeTaous 

On voit que les formules (22) et (23) ne contiennent pas les n — 1 
premiers nombres d’Euler et que les formules (24) et (25) ont une 
propriété analogue relativement aux coefficients des tangentes, 
tandis que les seconds membres des formules (20) et (21) ne con- 
tiennent que les x» premiers des coefficients des tangentes. 

Les fonctions f,(æ) et ga(æ), introduites dans les formules (1) 
et (2), nous permettent d'étudier des problèmes dont un seul est 
proposé par M. N. de Sonine (!). 


A cet effet, je dis qu'il existe une identité de la forme 


S=7nr 


(26) B:h(x) =>, an Br (2) 


#—0 


où les #,, sont des constantes faciles à déterminer. 


ts 


(:) Sur les polynomes de Bernoulli et leurs applications, p. 16, Varsovie, 1888 


(russe). 
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En effet, on aura immédiatement, en vertu de (5), 


s=n—1 , 
æ?n-1 NPA, FT) 
(27) node Cr 6 A) Ci 
1) (rs 0)" 
s=0 


et il est évident que le second membre de cette formule ne contient 
que des puissances de x de la formé x"-2?71, de sorte qu'il est pos- 
sible de déterminer successivement les 4, .. 


On trouvera tout d’abord 
nn! 


(28) An,0o —= » 


Cr 


et généralement la formule récursive 


(—1)Pan,p Fe (—1)San.sBp-s 
pi(n—p—i)! (n—s—1)l(op—2s)\(n—2p+s)l" 


S$=—=0 


CO res 


où il faut supprimer, au second membre, les termes dans lesquels 
n—2p+s<o. Le coefficient «,, se détermine de (26), en y 
posant 0. 

Cherchons ensuite les dérivées des deux membres de (26), nous 
aurons de même 


(30) Brn1(æ) = 


S=n—1 
D 24n,s Bn—s(T) Bn-s1(æ). 
0 
Les coefficients qui figurent dans les deux autres identités 
$S=nr 
Ni Bin) = Brel Ens(æ)f, 


Ss—=0 


$S=n 
a 
(32) Esn(x) SON. Bh-s(æ)En_s(x) 
s$ =0 
se déterminent par un procédé analogue. 
En effet, on aura, en vertu de (6) et (5), respectivement, 


S=n—1 


(B3 AT ENS RE 
CHTUEAUN et (n —"s)l > 
S—=0 
Ù 21 É n—s eee ” 
(34) = = EM fnes(r)e, rire gr (ee) 
(an)! nd Vn,s et TRS » 


S—=0 


EVE 
4 Le ; ROLLER 
Li < P et En D’ EULER. x LE 


Vi. 


ent a : 


Cherchons SRE les dérivées des deux enr de cn, il 


S—=n—1 


3 Barr) De 2Yn,s En-s(æ) En-si(x). | | É FA 
s—0: sh F0 


‘ \ 
; É All - : + 6 
FPS NIELS NIELSEN 
ie ) | | 
= À 
w 
k 


CHAPITRE \. 


! LES POLYNOMES SYMÉTRIQUES. 


XXI. — Propriétés fondamentales. 


Plusieurs des résultats, trouvés dans le Chapitre précédent, se 
présentent comme des conséquences immédiates de l'équation fonc- 
tionnelle de Jacobi; généralement, les polynomes entiers 


(1) fn(2) = AnALt+ anti. ann 1T Enr 
assujettis à satisfaire à la condition 
(2) fi rt) =fr(2) 


mais étant du reste aussi arbitraires que cette condition le permet, 
jouent-un rôle essentiel dans la théorie les fonctions de Bernoulli 
et d'Euler, de sorte qu'il faut étudier plus amplement de tels poly- 
nomes, désignés, dans ce qui suit, comme pol/ynomes symétriques. 

Cette définition adoptée, il est évident que les B,(x) et les E,(x) 
sont des polynomes symétriques, quel que soit l'indice ». 


: I Eh 22 
Introduisons maintenant dans (2), t—=0, æ—=-,; il résulte 
> 
respectivement 
(Ar C— 1) = (—1)*fh(o), 
(3) : 1 FO 
ES = (ES 1)2 = is 
PA s ( ) fn = 


ce qui donnera, en remplaçant » par 2n +1, 
n ll 
(4) Jonii re — O0; 


die & . , e . , 
>’est-à-dir 1 1 Sy Ë ë Ë li Té 
c'est-à-dire qu'un polynome sy métrique quelconque d’un degré 


: : ; SR I 
impair est toujours divisible par æ + —. 
, ÿ 2 
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Quant aux dérivées de f,(x), 


S—p 
l FES n — 5 
mpiie (=> à — sance 
S'=0 


il résulte, en vertu de (ads 

RNA AR EEE 22 
ce qui donnera immédiatement 
PAPER) to), 


TN 


RE “ER a 


(5) 


ou, ce qui est la même chose, - 


S—p—1 
S< S OR Sà 2 
(6) [i—(—1)]las,p= > Œux(, ,}ans (P21), 
S =. $ i 
S—2p+1 
à : n —s À 
(7) = > DEN ES ee (p20o). 
$S=90 


Soit, dans (6), p = x, 1l résulte pour une valeur paire de », savoir 
en introduisant 27 au lieu de n,. 


(8) Ain,o + Aan2 +... + Aon,on-2 = on TT ans Te. an 2n—ie 

Les formules (5) représentent la condition nécessaire et suffisante 
qui doit être remplie par les coefficients d’un polyÿnome symétrique. 
En effet, 1l est évident que la ‘condition susdite est nécessaire; 


d’un autre côté, l'identité 
I 1 \ 
æ=—-+|r+ 4 
> \ > 


donnera, en vertu de la dernière des formules (5), 


72 25 
anis + 
VE 27 (R-25) À 
g)= > =—— NES 
(9) Fn( ) 2 (n—32s)! 2 >)? 
s= 0 


ce qui conduira immédiatement à la formule (2), c'est-à-dire que 
la condition susdite est suffisante aussi. 
- Quant aux équations (6), on voit immédiatement qu'elles: ne 
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sont pas indépendantes entre elles. Pour juger de la portée de ces 
conditions, nous avons à étudier, d’un autre point de vue, l’équa- 
LA 


tion fonctionnelle (2). 
A cet effet, introduisons, dans l'équation en question, —x au 


lieu de x, 1l résulte 


S=T 
fn(æ—1)=(—-i)fit— x) DE Ts Le, 
à s—=0 
ce qui donnera immédiatement 
- n—1 
— a 
(10) fn(æ)—fn T1) = 2 Uno Pi ae 
s —=0 
<n 
(11) fn(e) fre 1) — 2 An,2s TS, 
s=0 


et 1l est évident que ces équations aux différences finies repré- 
sentent des conditions nécessaires qui doivent être remplies par un 
polynome symétrique. 

Cela posé, nous aurons les développements de f, (x) d’après les 
fonctions de Bernoulli et d’Euler : 


RL ES. à: 
1 Le “ 
(12) = În(æ) = > (n—92s—1)! anesr1Bn es(T) + Ka, 
S—0 
Len 
= 
J LT L 
(13) re X (n—as)lanss En-ss(æ), 
S== 0 


où nous avons posé pour abréger 


S—=T7r 
OU DIS GAS 
(14) KR =N ( ) LS 
md SA 
sS—=0 


ce qui est une conséquence directe de la formule (9) du para- 
graphe XIX. 

Or, remarquons que les polynomes E»_»s(æ) satisfont tous à la 
condition (2), nous avons donc démontré le théorème suivant : 


7 (rie Û , » . 
L L’équation aux différences finies (11) représente la condi- 
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Lion suffisante el nécessaire qui doit être remplie par un poly = 
nome 4 métrique quelconqrie. 


ne : l'équation (10), elle représente évidemment une condi- 
tion or mas on conclut de Ia formule (12) que cette . 
tion n’est pas généralement suffisante aussi. 

En effet, soit, dans (12), # un nombre pair, les deux membres de 
cette formule satisfont évidemment à la condition (2), ce qui s’ac- 
corde bien avec le fait que /a(x) +, où À désigne une constante 
quelconque, est un polynome symétrique, pourvu que /,(æ) le soit. 

Dans le cas où n est supposé impair, on voit, en vertu de la 
dernière des formules (5), que fn (x), définie par la formule (12), 
n'est symétrique que dans le cas où 


(15) K7=—=10, 


car toutes les foncüons de Bernoulli qui figurent au second membre 


: . [l 
s’évanouissent pour & = — — 
2 


Soit maintenant /,(z) un polynome symétrique quelconque, les 
deux développements (12) et (13) existent et nous aurons, par 
conséquent, en égalant les coefficients de la même puissance de x, 


LA 


2 
dn0—= = ni); 
rt 
h Det 
16 , $ < 
Ç ) HE UN 0 TL \B 
(— 1)? Gp Se Antp}= DA Ne LE 2p—2s p—sAn,25+13 
#r . re 
S=—=p 
N (— 1} ( A 2 à 
(17) œr)PAr,2pr1= D2p—25+1 D po seit p=s+1Œn,2s- 


s=—=0 


On voit que ces deux systèmes d'équations linéaires et homo- 
gènes entre les coefficients &,, sont inverses l’un à l’autre. En effet, 
les formules (16) permettent de déterminer les 4,,, à l aide des 

An) n,3> +.:3. n,2p11 An,2pHl) 


. ; « . ee & , . x va 
tandis que (17) exprime leSla al aide des 
And Œn,2 +. An,2p; 


c'est-à-dire que le dernier coefficient, savoir 4,,, ne peut pas être 
déterminé, à l’aide des équations susdites, pourvu que # soit un 
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nombre pair, ce qui est évident du reste parce que ce coefficient 
peut toujours être choisi arbitrairement. 

Cela posé, nous venons de démontrer les deux théorèmes sui- 
vants : 


IL. Un quelconque des deux systèmes d'équations équiva- 
lentes (16) et (15) représente tes conditions suffisantes et néces- 
saires qui doivent être remplies par les coefficients a, d’un 
polynome symétrique quelconque du n°" degré. 


HT. Le polynome symétrique 
Jn(z) = An,0 2! + CAE Re He... + Ann 12% dn,n 


est parfaitement déterminé, pourvu que tous les coefficients a, ss 
sotent Connus. 
” 

De ce dernier théorème on conclut immédiatement que le sys- 
tème d'équations linéaires et homogènes (7) est équivalent aux 
deux systèmes d'équations obtenues de (6), en y supposant p pair 
ou impair. De plus, un quelconque de ces trois systèmes d'équa- 
tions équivalentes représente les conditions suffisantes et néces- 
saires qui doivent être remplies par les coefficients d'un polynome 
symétrique quelconque. 

De plus, les formules (16) et (13) montrent clairement qu'il 
n'existe aucun polynome symétrique, abstraction faite d’une 
constante, qui ne contient que des puissances paires ou des 
puissances impaires de la variable. 

En effet, l'égalité a, ,— 0 entraîne toutes les autres égalités de la 
forme 4, ,— 0, pour 0£p£n—1. 

IL est évident qu'un polynome symétrique entraîne des formules 
fécursives pour les B, et les T,: Inversement, prenons pour point 
de départ la formule récursive des nombres de Bernoulli 


$= 


==} 
/ S 
(18) > An,sBn-s= Un, 


= 


[=] 


le polynome 
S=n—|!| 
_ 
(19) TAG NX rare ss)a Br) 


S—=0 


en .- « 


F 
À 
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est évidemment symétrique, et nous aurons, en vertu de (18), 


(20) TOME 1)—10,, 
Soit ensuite 
S=n—1! 
(2 À D dass Le SE Ba 
S =0 


une formule récursive des coefficients des tangentes, le polynome 


S—R 1 
N ONE e 

(22) PMR, ES An.s Eon-2s -1(&) 
S'=0 


est symétrique, et nous aurons, en vertu de (21), 
(23) e{ol) = (—r1)2-18,02n, 

Cela posé, il est évident qu'il existe toujours des polynomes 
symétriques qui correspondent à une formule récursive pour les B, 
ét pour les. T;. 

Revenons maintenant au polynome symétrique général f,,(x) 
d’un degré pair, puis posons 


| 7" 
(2%) Psy == 22H e IE 
nous aurons immédiatement 
S— 270 1 
(C2 on) Pin — 22% Gonon = o (r)S2Sdon,s- 
A) 
: Der er 2: 
Posons ensuite, dans (13), æ —=— -; il résulte de même 
S—=n—î1 
(26) Pon — 2°7 Œin,in — V (— 1)S 923$ ons BE 
—0 
7 I . du 
Quant à la formule (12), posons 4 —0 et æ—-—;; puis sous- 
ne: / 


trayons les deux équations ainsi obtenues, nous aurons de même 


S—=n—1 


AL \ (— 1) S Qon,25+1 T 
(27) Pan — 22% Gon,on = ET oi n—s* 


s—=0 


’ 
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XXII. — Les parties principales d’un polynome quelconque. 


Soit 
(a) J(&) = anor"+ ana r" 1 Le e + An,n1X + n,n 
un polynome quelconque du n°" degré, et soient 
(2) dr); Lp1(T) pr), 501620), 


n +1 polynomes symétriques assujettis à satisfaire à la seule condi- 

tion que w,(x) soit toujours du pi" degré, il existe une identité de 
i \ Le 

la forme 


(3) Ja) = %0Pn(T) + Mbn1(r) +...+an191(T) + anVo(T), 
où les 7 +1 constantes 4, sont parfaitement déterminées. 
Posons ensuite 


f1(&) = aopn(T) + an or) Fo vna(r) +... 


(4) | 
Jar) = Pn-1(T) + 2sPn-3(T) + ds Pn-s (%) +1... 
L 


les deux polynomes ainsi définis sont symétriques ; on voit que f, (x) 
est toujours du n°" degré, tandis que le degré de f,(æ) est au plus 
égal à 7» — 1, et de la forme 7 — 2p — 1. 

Cela posé, l'identité 


(5) f(x) = fitæ)+ fit), 
urée directement de (3) et (4), donnera par conséquent 
(6) —Df(— x —i) = f(x) — fix), 


d’où immédiatement 


f(x) +(—nef(— x — 751) 
AG ge 
è 2 
(7) 
f(m)—(—x1)f(— x — 7) 
RUE) SUR En PEER 


2 
ce qui donnera le théorème suivant : 


1. Développons, conformément à (3), un polynome quel- 
conque f(x), les deux polynomes Ji(x) et fix), définis par les 
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formules (4), seront toujours les mémes, quels que soient les 
polynomes symétriques Om(T). | 
. Ce i 


Dans ce qui suit, nous désignons pour abréger comme parties 
principales de f(x) les deux polynomes f,(æ) et f(x), définis 
par les formules (4) ou (5). 


Sdit maintenant ch jan polynome symétrique, nous aurons, en 
vertu de (6), 


ce qui donnera 


; _n—1 
(8) Lypri== 0, Op ; 


conditions qui sont équivalentes, quels que soient les polynomes 
symétriques 9» (x). 
De plus, nous aurons le théorème suivant, déjà indiqué dans le 


paragraphe XX : 
IT. Sort f(x) un polynome symétrique du degré n, et soient 
PA Pre pr ilZ) en. 


des polynomes symétriques quelconques, d’un degré égal à 
L'indice. il existe une identité de la forme 


f(x) = 20pr(2) + On—o(T) + (TL) +... 


où les coeflicients 4, sont parfaitement déterminés, pourvu que 
Les polynomes susdits soient donnés. 


Quant à la détermination des valeurs principales d’un polynome 
quelconque, elle est identique à la détermination des deux expres- 


sions 
Ha) =e (rx) 
Posons. en effet, 
S=h—1 
, à : 
f(æ) — f\ RENNES D BAS 
SD 


/ 
S 
frere ne Dr er 
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ENTIERS. 


nous aurons, en additionnant, 


sS=n SN 1 
— 
Eur \ e) DE 
2 f(x) EN Yrs gli—s + CPCE $ 12 
S—= 0 s —0 


soustrayons ensuite les deux formules (Q), posons — x au lieu de x, 


puis multiplions par (— 1)" les deux membres de la formule ainsi 


obtenue, il résulte de même 


ee 
(== n (== ÉTI Cr CTIESEE 
tn) 42 ÿA (72,5 ï 


ce qui donnera, en 


2 fi (à) 


STL 


S— 0 


vertu de (5), 


ch CL) 
= 9, —= 2 
Eat à, | 
N Mr Ti) 2e N nos ti 25— 1) 
sud | 
$ =0 S—0 
n—1 n —2 
2 RE 
4 
\ ,R—25— 1] 1-25 - 
Yn,25+1 LT? LISE N On os re 2S—2= 
S'—\0) =) 


c'est-à-dire que les deux valeurs principales des polynomes f(x) 


sont connues, pourvu que les expressions f(x) = f(æ—1) le 


soient. 


TA. r x 2 » x 
Cela posé, nous avons encore à démontrer cet autre théorème : 


HT. Soit f(x) un polynome symétrique du n°" degré, le 


polynome entier F,(x), définit par l'équation aux différences 


finies 


(11) 


a une de ses valeurs principales égale à È 
de 2 


polynomes 


(12) 


. Sont symétriques. 


En effet, nous aurons, en 


Fh(r) + Enr —1) =fnir), 


fn(x), et les deux 


HA DA 


vertu des formules (11) ei (13) du 


bone" “dècs 
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paragraphe XXI, 


L , 
(13) Fr(r)= = fair) + g(x), 


où g(æx) est un polynome symétrique du degré 7 —1 au plus. 


a Es / D) . 
BosOnsensuite "dans (11) et (r3); 7 1"auIlieu de. nous 
aurons 

ai) Enfer) Hi F,(—r—0)= f(x), 
DT ; dre 
(ER NEE nt) 8(æ)= f(x) — Er 


ce qui donnera immédiatement 


(14) ne er ER; (ri): 


c'est-à-dire que les polynomes 
| CCANENS Er 
(5) TA 
Her, (e . 


sont tous deux symétriques. 
Quant à l'équation aux différences finies 


(16) | RACE rene), 
où /»_,(æ) est un polynome symétrique du degré n — 1, il résulte, 
en vertu des formules (10) et(12) du paragraphe XXI, 


I 
(ai) Er) = 2x) = fn-1(&) +K, 


47 


où g,(æ) désigne un polynome symétrique du ni" degré, tandis 


que K est une constante. 


: 3 : . J' , A on pee 
Soit maintenant 7 un nombre pair, - fn_1(x) est évidemment 


Â) 
D 


) 


une des valeurs principales de F,(x); dans ce cas l'équation (1 
subsiste encore, et les polynomes définis par les expressions (1 


sont symétriques tous deux. 
Supposons, au contraire, À impair, équation (14) doit être rem- 


placée par cette autre 


(— 1) F(— Po Da) — EF, (æ) — 2K, 


de sorte que les polynomes correspondants G,(x) et H,(x) ne sont 


symétriques que dans le cas spécial, où K— 0. 
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XXIII. — Déterminations diverses des parties principales. 


Il nous semble utile de déterminer les deux parties principales 
du polynome quelconque 


(1) al = An,0 €? + An1L TE. ann il EE nm 


développé d’après divers systèmes de polynomes symétriques. et 
d'indiquer, dans tous les cas, les conditions nécessaires et suffi- 
santes, remplies par les coefficients «,,, pourvu que f,(æx) soit un 
polynome symétrique. 


1° Dans le paragraphe XXI nous avons étudié le développement 
de f(x) d’après les polynomes de Bernoulli, ce qui nous conduit 
aux conditions (16) du paragraphe susdit; 

2° Le développement d’après les fonctions d'Euler donnera les 
conditions (17) du paragraphe XXI; | 

3° Écrivons fn(x) sous forme d’un polynome entier de la 
variable + + =; nous aurons les conditions (5) du paragraphe 
susdit ; 

4° Appliquons ensuite la formule (16) du paragraphe XIV, savoir 


<cm+i 
= 2 


(TX + r;)" m ae. 
ÉCLAIR 


ARTE ! ( THr})n—25+1 1 pm—25+1 
Te mé à Re 
2 es ET 22?s 
s—1 

il résulte 
S= Ar 
(T HI nie T's 
(2) Pa) EN ans TT, 


S—0 
où 


Xn,0 — An,0; 


tandis que nous aurons généralement 


2p+1 
: . NET )S EP SES 
(3) Xn,p—= An,p + N a g FEES [ Ta Ce 
md 225-1 2S— TJ SR, p-2S4+15 


dans ce cas nous retrouvons les conditions (17) du paragraphe XXI: 


tie 
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Appliquons de même la formule (19) du paragraphe XIV 


(BASE NN GAIC 


savoir 
CT + r) Et 2 pmn+i 
2 


am — 
à I HI 


(æœ Lr)n=2s#1 ch æm—2s+1 


F In 
2e Ÿ ne Re 
sd GS : MN — 325$ +I 


NUE 
Fe Es (æ@ Ha) sSEl — pa-s+i 
(4) ne = Gris > ° 
sm % TS 
s=—=0û ‘ 
où il faut admettre 
Bn.o = An,0) 
[22 
Bn,1 dr ie | 0 
(5) <P 
=3 
REA EE U —po2s 
ne CN me GT TA An,p1 + +" Sn ne 1e 
2 En / 


ce qui donnera les conditions (16) du paragraphe XXI 
6° II nous reste encore à étudier un développement d’un polynome 


quelconque, développement qui est essentiel dans la théorie des 
polynomes symétriques. 
A cet effet, prenons pour point de départ l'identité évidente 


I I & 
en=[-}1+(e+ 2) ? 


2! 


la formule binomiale donnera 
<e { To 2 ; es 1 \ 25+1 
2 T+- T2 T + — 
> (nn 2 nt n 2 
2 = ( QE E an—2s 3 G 3) > DIS Dn—2s—1 
s —=0) S=0 
ou, ce qui est la même chose, 
’ TA 1 \S 
T2 (a+ 1 om a 
an = EAN 7 
cd | 25 DÉPSS 
S=0 | 
<n—i 1\S 
se (a+ FES :) 
4 
2? 


= 
HN) n ) 
5 7 Ca ET > pn—25+1 
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d’où, en appliquant, sur tous les termes, la formule binomiale; puis 
ordonnant d’après les puissances descendantes de la quantité x? + x, 


LL Mt 
ES") = 
@ LT LE 
(6) gn= (MD e Cn,s(X? ape (ii(e+:) X Y dns (TS 
S=0 k S— 0 
où nous avons posé pour abréger 
J zn : 
a. | 
+ S\ 
(7) Cap = > (. (P Ÿ 
à on—2p DPI 25 Vos 
mr : 
UD 
= 2 eh 
à I à ñ \ f/p +s\ 
(8) dr,p— RTE N { = 
DER PEN il D DID SEAL RON ; 
S—0 


Quant à la simplification de ces expressions, nous multiplions 
par 
( 1\ J 
æ=|r+ EJ — — 
2 2 


les deux membres de (6), ce qui donnera le développement corres- 
pondant de la puissance x?*', De cette manière nous trouvons les 
formules récursives 


[ I I 
| Cn+1,s = = Cn,s + dn,s- lbs dn,s; 
2 4 
(9) 


I 
Anis = Cns + dns, 


où 1l faut supposer 1 £s£7, tandis que nous aurons, en posant 


\ 


dans (6), x — 0, respectivement æ ——1, 


ll 
Cn,0 — _ dn,o LS 


de plus, nous aurons évidemment 


(10) Con,n = 1; donrin=1. 


Cela posé, la conclusion de m» à m +1 donnera, en vertu de (0), 
les expressions générales 


TETS 12 An —S—I 
(11) Cris = EE | dre , 
ENS RUES À Ti 25—A 3 


re 
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«© 
Or 


de sorte que nous aurons finalement 


-n 


= 
= ul 
(12) an (ri LASER) (a+ æ) 
dd D — 05 S : 
Ÿ—0 
LEE | 
— 9e 
A L n— S — 
Gin = EN) (x? + x}. 
\ 2 mes Q 
S=û 


Posons ensuite, dans (12), — x — + au lieu de +, il résulte 


LT n n—Ss\, 
*d1182) (æ+rnr=Y ——{ }+ey 
ET è 
LEE | 
I \ fn —Ss—1\ 
| ADS > ( }(e+æ, 
\ É \ S 
S=0 


ce qui nous conduira à un développement des polynomes symé- 


triques 
(T HI) g'A 


Remarquons, en passant, que les expressions indiquées pour les 
deux coefficients €,, et d,, donnent les relations numériques 


cn 
 —) 
5 + 


N nl DSP LR ("7 P)on-2r 
(14) ail ne. 1S ) 2 2/p P 1e $ 


dont le cas spécial qui correspond à p — 0 est bien connu. 
Revenons maintenant au polynome f,(æ), défini par la for- 
mule (1), nous aurons, en vertu de (12), un développement de la 


forme 
" AT 
= » = 


CN rate po) (e+ =) D ctat+z), 
= 0 


s —=0 + 


n—1 
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où nous avons posé pour abréger 


s==n—2p 


À DFE NA DIEESS 
(17) None D (— 1) ( k Mon dl 5 
s—0 
S—=n—2p—1 . es 
(18) | Ôn,p = D œ1yt?, } an. Pense 


s—=0 


Dans le cas p —o, le terme au second membre de (15), qui 
correspond à s — 0, doit être 4, n. 

Soit fon (x), respectivement /2»4, (2), un polynome symétrique, 
nous aurons, en vertu de (16), les conditions suffisantes et néces- 


saires 

(19) dar — 0, 

respectivement 

(20) YinH1,p= 0, . 


conditions qui ne sont formellement identiques à aucune des condi- 
uons précédentes. 
Développons, conformément à la formule (16), le polynome 


. ri (— 1 )2 
(21) pe D AO ER DRE Le Un ul à 
æT [ 


regardé dans le paragraphe XIX, l'identité évidente 
2p HS RE Spb) vs 
2p +25 s es s 2\ s—1 
donnera, pour les coefficients, les expressions suivantes : 


| D —p +1 n+2 
| Vase on ( F ) 


P+I SR Sp ES 


DEF [7 


(22) 


XXIV. — Des zéros d’un polynome symétrique. 


Soit /a(T) un polynome symétrique quelconque du ni" degré, 
l'équation algébrique 


(a) : Ja(æ)=0 


Lee een ea ln Re EE RO 
LP CHE ù ! 
EX ea À, TRES } \ 
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est identique à celle-c: 


fn(—x—1) = 
c'est-à-dire qu'il est possible de ranger les racines de l'équation 
susdite 
(K24) Xj, A2, 3, » An; 
de sorte que 
(3) QE dpt MESSEr 


Dans le cas où x est un nombre impair, l'équation (1) a toujours 

la racine — _ Posons 
fanri(æ) = (z+ :) Paa(T), 
\ 

le polynome +,,(x) est un polynome symétrique du degré 2n, de 
sorte qu'il s’agit seulement de résoudre les équations (1) dans le 
cas où z est un nombre pair. En appliquant la formule (16) du 
paragraphe XXIIF, on voit que les équations en question se 
réduisent à des équations du degré n par rapport à la quan- 
tité x? + x. 

Pour étudier, au point de vue des zéros, un polynome symé- 
trique, nous choisissons z nombres complexes 


(4) 1; A, LER CAS 177 
qui satisfont, pour 1£s£An, aux conditions 
(5) Us An=st1— /N, 


où » désigne un nombre complexe différent de zéro, mais quel- 
conque du reste. De plus, nous supposons les nombres (4) aussi 
arbitraires que les conditions (5) le permettent. 

DOI 2400-29 FA, il est par conséquent possible de 
choisir précisément q des nombres 4, parfaitement arbitraires ; dans 
le dernier cas, où n est supposé impair, l’ensemble (4) contient le 


I 
nombre sm 


Cela posé, il est évident que le polÿnome 


5 5 CR An 
(9) Fm =(r+) (e+).(e+2), 


NIELS NIELSEN 
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du degré n par rapport à x, est symétrique; nous aurons, en effet, 


en vertu de (5), pour 1£s£n, 


Posons ensuite pour abréger 


; s=n 
\ F 
(8) (a+u)(z+a)...(c+a)=Ù ansT's, 
S—0 
nous aurons évidemment 
S=n 
Un > 
(9) F7 (20) = an Al $. 
s—=0 


ce qui donnera, en vertu des formules (12) et (13) du para- 
graphe XXI, 


<n— 
= 72 
ja I DAS D Nqus < 
(10) LFn(o)= Kat D MS emtet p, (2), 
s—0 
<7 
+ \ 
L QUELS XCD 10777 
(ti) = Fn(z)= D ee En-as (te). 
0: 


où nous avons posé pour abréger 


s=n 
nn; An,s 
SES QU CETN 


mi (s+i)ms 


s—=0 


(12) IR = 


De plus, les conditions (6) et (7) du paragraphe X XI deviennent 
ICI 


S—=p—t1 
: 7 
(6) Ni relass= D (— 1} (others 
s=0 
S=2p+i 
DE 
D Len(i)enrmesns 


S=0 


tandis que les formules (16) et (13) du paragraphe susdit don- 


TEA € 
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nent 
° 1 
m 
15 T2 TE ER RUE sr 
( ) ( ÿ Ces +, 2p 2 n,2p 
ss 7 T2S—1\ MPG 541 Bps 
DE _ n—2p À 
s—0 


_ \ \ 2p—25+1 
(16) E Drama = Su (, Le )(2) ie AREAS 


2pP—92S+I 2 
S—0 : 


UE 


ve n — 
où il faut supposer 1 £p = » respectivement 0 = p < 


9) 


Posons, dans (15), p — 0, nous aurons le résultat évident 


mn 
(7) Te ant ES REA CEE LE 


Supposons maintenant ? pair, remplaçons » par 27, puis posons 


-pour abréger 


(18) Pon=(2u— m)(2%— m)...(2%n—m) =(2m}" Fan (— :) ; 


il résulte, en vertu des formules (25), (26), (23) du para- 


graphe XXI, 


S—2n—1 
(19) P,,—'22 Œan,2n = > (— 1} NES Lors 
s=0 F 
S=n—1 ( 
(20) Pan — 2% Grnan = > (— 1) 235 m?n25 Gones En-s, 
s=0 
Ss=n—1 


è +. | m\2n—25—1 me T 
(21) Pen — 22" Gon,on = > ur) ee) 2 don,2s+1 Ln-s 


2 
s=0 


Étudions encore le polynome entier | 
| sf ii HT a \9 RSA E 
(22) PT) = re nd Et Mer MEL re 


où g est un positif entier quelconque, nous verrons, en vertu de (7), 
que #,(x) est un polynome symétrique; posons pour abréger 


(23) 


Sp do As eo Un; 
So= A, 


Univ. of Arizona Librarÿ 
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nous aurons de plus 


r=q 
no) DD EE 
r=0 


c’est-à-dire que les sommes de puissances S, sausfont à des rela- 
tions obtenues de (13), (14), (13), (16) en y remplaçant x par g, 


puis posant 
q 
A S 
CA Fr r) 
ce qui donnera immédiatement le théorème qui suit, très remar- 
quable, ce me semble : 
I. Supposons que les coefficients a,, de l'équation algébrique 


(25) An 0T + An TA +... An,n1T + Œn,n = O 


satisfassent aux conditions équivalentes (13), (14), (15), (16), 
les sommes S, des puissances semblables des racines de cette 
équation, prises à signe contraire, satisfont aux conditions 


analogues 
—=p—1 
(26) h—ciis,= À Cr(P)mrrs,, 
7 —0 
r=2p+1 
(27) ES CPE) armrens,, 
r=e 
(28) (— 1)? Êe it (» SE :) Sp] 
r=p—i 
JS Co(rt)mers, nn. 
10 
r=p 


2DP+HI \ 2p—2r+1 
(29) (— 1 Sip#t > (Ga y ( Fe ) (2) Ser Tp=r+1, 


r =0 


et inversement. 
Dans ce qui Suit, nous avons souvent à revenir à des formules de 
À DS M AAUUENES æ ® z s . es 
ce genre; C'est pourquoi nous nous bornerons à indiquer ici deux 
exemples des nombres spéciaux qui satisfont à la condition (5) 


RACE VanEe ave RL à 
nd ON ne CM” x à 
; 4 Pa à 
L" Ty : « 
1] 
x CHAP. V. — LES POLYNOMES SYMÉTRIQUES. IOT 
1° Les termes d’une suite arithmétique 
aa Ed var sd 1, a+(n—1)d; m=2a+(n—1)d, 
exemples : 
CGI PEN, GPS 


2° Soit m un positif entier, l’ensemble des n —%(m) positifs 
entiers, plus petits que m et premiers à m, satisfont à la condi- 
tion (5). 


XXV. — Exemple. Polynomes de Cauchy. 


Les polynomes entiers 


« 


To(x) = 2, 


S=7r 


() 2n 2n—Ss\rN—s 
Gr) =Ÿ —( s en 


s=0 


’ 


représentent une classe de polynomes symétriques très intéres- 
sants. k 
Soit ñ —1, 2 — 2, il résulte respectivement 


il 
y (COTES 
@) S - 


I 
P(x)=r+r+z; 


de plus, il est facile de vérifier la formule réoursive 
I pe > 
(3) (+}) Vp(r) = Wosa(z) + 7 Woh1(x) (DE) 
ou, ce qui est la même chose, 
3 I 
Pr) For) = Von(r) + Wph(z) (DD) 


et la conclusion de m à m +1 donnera sans peine la formule plus 


générale 


(4) VaCr) Pole) = Vp+g(æ) + Vo-a(a)  (P2Q) 
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d’où, en posant g — 2, 
} 
(5) (++) Poe) = WVptr(z) +5 Wya(z) (PE 
Cela posé, nous aurons, en vertu de (3) et (5), l’identité curieuse 
(6) Wh(iat+ 4x) = 22 Win(x), 


de sorte que la définition (1) de W,(x) donnera 


Sn 

on DT SN ELNES RE 

(7) SD le 
s=0 


appliquons ensuite la formule récursive (3), nous aurons de même 


Le 
S=n 


(8) Pu(r)= (e+s) D (PNR. 
= 


Un autre développement général de Wa(zx) peut être obtenu, en 


prenant pour point de départ la formule récursive (3), puis apphi- 
quons la conclusion ‘de # à 7 +1; de cette manière nous trouvons 


ar OX, (r82)728 
Ch RE EN Er CE 


Les trois dernières formules montrent clairement que les W,(x) 
sont, pour une valeur quelconque de l'indice », des polynomes 
symétriques. De plus, les mêmes formules donnent immédiatement 
les valeurs numériques 


TER 
n? 
pe 
(10) VW”, (o) = 5n-2? 
w EEE 
RS Per rer 1 


Quant à cette autre valeur numérique 


(11) An = 22" wa (— 


)» 


TE 


” 


| 
| 
| 


dé. mél tn |, 


sation. à dns tn ii 


hottes dt 


# 
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nous aurons, en vertu de (1) et (9), 


tandis que l’équation fonctionnelle (3) donnera la formule récursive 
DOCS) | , PEUR (n292), 
d’où, en vertu des valeurs initiales | 
AV— 2, ai — à 


… les expressions générales 


1 « ÿ Ain = 2, 

1 , (14) 4 déni — 1, 

! = Lin+3— 5 2: 

EC Agnse = — I. 

..  Remarquons, en passant, que l’équation algébrique rt 
Ce ee mA Y, (x) = 0 


a toutes ses racines négatives et inégales (!). 
Quant aux applications des W,(x) dans la théorie des nombres 
de Bernoulli, nous aurons les deux développements 


TL 
ee: | ET 
, jt <e 27 
ï —W,,(z)=Kh+ > Re 
Ê (16) ; Fm ) 4 MN SE 1 
H == ? 
2m —28—1\ (m—2s—1)! 
Ft 2S+I ete nas Bm-as(2); 
JS 


m om—92s\(m—os)l, 
— ( 1 E-as(æ ); 


25 2#s 


(7). Pam =Y 


| (1) Posons pour abréger 
2 cosn 6 = ,(2 cosb), 


nous aurons 


(2) = ln æ.,,(i2Vx); 


92 


c’est-à-dire que l'équation (15) a les racines — cos? ( 
Les polynomes d,(æ) sont étudiés par Cauchy (Ceurs d'Analyse de l'École 
Polytechnique, t. X, p. 350, Paris, 182t). 


2p+1)T 


(oSp=nr 1), 


D 7 
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où nous avons posé pour abréger 


F: (— 1)22+S m Re S 
() Rene s ) 


de sorte que nous aurons 
(19) Konr1—=0, 


mais je n'ai pas réussi à déterminer, sous forme simple, la valeur 
de K,,. 


: ; Le 
Posons maintenant, dans (16), m—2n<+1,x—— j° il résulte, 


en vertu de (11) et (14), la formule récursive 


DE 


(—iS(2n +1) f4n—2s+1 
an —925S+I1 3S HI 


(20) À En iyru. 


s =0 


où nous avons posé pour abréger 


Wan = O0; 
< Oo] 
(21) | O3 41 = — 9; 
W3n+9 — 0. 


P s,. de la mê f Et ce [ 
osons, de la même formule, m—2n et x —0, x —— -; puis 
4 
soustrayons les deux équations ainsi obtenues, nous aurons 
S=n—î1 


ST RE 


AN —925s—1 25 +I 


ET 


En dermier lieu, cherchons les dérivées des deux membres 
de (16), puis posons m = 2n +1, x — 0, il résulte 


S=n—1 


(23) à a (Nes) Bart, 


{n— 256 1)2*S 2S+I au? 


S 0) 


Quant à la formule (19), nous aurons, en posant m —2n — 
De 0! 
s=n—1 


(24) D CS 


(2n — 5$s— 102?) 28 pin 2 ? 


22 
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. A I 
tandis que les hypothèses m— 2n, x — — - donnent 
2; 
S=n—î1 
s SS (—1}sn an — 25 1— (—1)* 
(25) D a 
di (2n —s)2?% 2s SRE 
s=0 


On voit que plusieurs des formules récursives, que nous venons 
de développer, sont homogènes. Cherchons les dérivées d'ordre 
supérieur des deux membres des formules (16) et (17), nous trou- 
verons des formules récursives irrégulières d’une forme plus 
compliquée que les précédentes. 


CHAPITRE VE. 


LES SUITES RÉGULIÈRES. 


XXVI. — Propriétés fondamentales. 


Nous désignons comme régulière une suite harmonique 
[fa(æ), an], dont les éléments f,(x) sont, pour une valeur quel- 
conque de », des polynomes symétriques. 

Cette définition adoptée, il est évident que les éléments f,(zx) 
d’une suite régulière satisfont aux deux conditions 


(1) (—i)tfn(— x —1) = fr(x) + (n20), 
; (2) TAC) = in A) (ner): 


De plus, remarquons que l’élément général de la suite régulière 
se présente sous la forme 


&oT”! a; æ—! ANNE D Ar it , 
(3) Jar )= + ———— + + 2 — En PT Lu == Ans 
n! (n—1)! Cr —= pl Al : 


nous avons à introduire dans les formules du paragraphe XI 


$ . € p 
(4) An,p = mere 


ce qui donnera tout d’abord 


S=p—1 
J (œi)a 
(65:) smile NÉS pet) 
< si (p —Ss)! Fa 
s =0 P ) 
Re \s 
6 EN sù) 2" 2 
(6) 0 Pr PTT  L (p 20): 
S—0 


Remarquons maintenant que le groupe des formules (6) est équi- 
valent à chacun des deux groupes obtenus de (5), en supposant pair 
ou impair le nombre p, nous aurons le théorème : 
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1. La suite harmonique Wet) an] est régulière, pourvu que 
ses éléments satisfassent, quel que soit n, à une quelconque des 
conditions 

{fan = fn(o), 
(5) fan 1) =— fon(o), 


fina(— 2) = 0. 


Les équations aux différences finies (10) et (11) du para- 
graphe XXI deviennent ici 


<n-1 
8) je HE: Les \ dos TT °S—1 
(8) Jn(x) Jn(z—1) KA Rep T CE) 
sS—=0 
<2 
12 
2 A Es 2 N As GES * 
(9) fn(z) + fn(z —)1) 2tn—sst (n2o), 


ce qui donnera les deux développements 


IA 


WI 


As5+1 Bn—2s (æ), 


il 


(l 
= 


(10) ae) 


LA 
wi 


[ 
(11) AS be De ass En (L)s 


14 


Il 


valables pour une valeur quelconque de x, parce que les poly- 
nomes f,(x) forment une suite harmonique. 
Cela posé, nous aurons de plus, en vertu de (10), 


s—=n—1 


| ao 241, 


(12) 72 ( l \ > (— 1} @541 Bn-s 
Le : rt == eme meta 
| ( 1) 2e : on) ES 25)! ? 

\ s=0 


tandis que le développement (11) donnera l'inversion de ces for- 


mules, savoir 


S=7r 
(y NUE Mesa 
(13) (— 1)" Gont1 = To2u-isti 
L md (2n— 925 <+i1)! 224284 


0 


Les deux groupes de formules (12) et (15) étant valables 
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pour 721, respectivement 7220, nous aurons le théorème 


IT. La suite régulière | f(x), a,] est parfaitement déter- 
minée, pourvu qu'une seule des deux suites ordinaires 


(14) Œo; da, ds; CNCACT, Agn: .… (dy 0); 


(15) CO RL EN PR NT PTE (& 0) 
soit connue. 
Soit, dans la suite (15), &angs —0, n 21, la suite régulière corres- 
pondante a l’élément général 
(16) nl 41br en) 
tandis que l'hypothèse a,» — 0, n 21, donnera 
(17) fn(z) = 2@ E;(x), 


ce qui montre clairement que les fonctions de Bernoulli et d'Euler 
jouent un rôle essentiel dans la théorie des suites régulières. 
= Il est évident qu'une suite régulière quelconque conduira tou- 
jours à des formules récursives régulières pour les B, et les T,. 
Soient inversement | 


(18) 


a CM CR al LEE ee 


Bo, Bi, D, Ste Gr ...e 


deux suites infinies, telles que nous aurons, pour » = 1, les formules 
récursives régulières 


sS—=n—1 - 
D 
S—0 
puis posons 
ao = 2 fo, 
(29) ain = 2(an+ En), 


Œin+1 = An, 


les formules (12) montrent clairement que la suite harmonique 
[fa(x), au] est régulière, de sorte que nous aurons, en vertu 
de (13), les formules récursives régulières pour les T, : 

S=72 


œ LS Cas + B5) Tr —$+1 


(27n—25s<+1)!l 2272-25 
S=0 


(21) = (—1)ta;. 


dc 
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En second lieu, supposons que les deux suites (18) donnent les 
formules récursives régulières 


S—=n 
1YasTh sr 
22 = —— —————_——————  —(—,)hn( Æ 
( ) (2n—9s +1)! 22-2541 A 1)*Pr (nS0), 
s=0 £ 


puis posons 


(23) Ain = An, dn+1 — Ba; 


la suite harmonique [f,(x), a,| est, en vertu de (13), une suite 
régulière, de sorte que nous aurons, en vertu de (12), les formules 
récursives régulières pour les B, : 


: S=n—1 
À N (=) Br ARE = L DTA 
(3) mi ‘(2n—»2s)! HE 2 Ba ]- 
Ss—=0 


Cela posé, il est évident qu’une formule récursive régulière pour 
les B, ou pour les T, correspond à une suite régulière, ce qui mon- 
trera clairement le rôle fondamental que jouent les suites régulières 
dans la théorie des nombres de Bernoulli, parce que la plupart des 
formules récursives connues sont des formules régulières. 


XXVII. — Formules récursives incomplètes. 


Soit maintenant [/,(x), 4, | une suite harmonique quelconque, 
nous avons à étudier les deux polynomes entiers 


(2) G(x) DS ix(*) (m+g+s)! as fm+s(æ) (0= GS), 
\ 


s—0 


où m et q désignent des positifs entiers. 
À cet effet, ordonnons, d’après les puissances descendantes de +, 
les deux polynomes en question, nous verrons que, dans F(x)}, le 
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coefficient de la puissance gta-kti deviendra 


Cd 1) 
\ 


; PEL (m— q +s)! 
(2) DEN lee De 


s=0 


où nous avons supposé Æ£m +1. Soit, au contraire, >> m1, 
nous pouvons nous borner à supposer s 2 £ — m — 1, parce que les 
autres termes s’évanouiront, ce qui s'accorde bien avec le fait que 
les termes correspondants de F(zx) ne contiennent pas la puissance 
susdite de x. 

Quant au polynome G(x), le coefficient de la puissance æ”#77# 
deviendra 


S=n 
: 
DE. 
La 
où nous avons supposé #£m, sinon nous pouvons supprimer les 
termes qui correspondent à s £ £ — m. 

Cela posé, il est évident que les expressions (3) et (4) ne sont 
autre chose que des différences de l’ordre x prises des expressions 
de la forme 

I 


PEN r ie Me D ER 
Wa) = a(a—1)(a—2)..,(a— 7 +1) [Lo(x) =]. 
Soit maintenant r 2 1, on aura immédiatement 
A @r(2) = p(2+1)— p(a)=—7r 9r+1(2), 


Abr(a)= ra +i)— (x) =r bia), 
d’où généralement 


Tor(a)=(—t1)r(r +). (ren — 1) Prkn(z) CRETE 
AU ACDE 0 (o£r£<n—1), 
AFVr(a)=r(r—1)...(r—n+nb-n(a+n) (rèn), 
ce qui donnera finalement 


S—q 


: | Cin+g—s)'(m—g)lasæmtn-s#i 
FD )\= = Tr)re ———  ——— — ————{]—— 
(5) CHE DS (g—s)l(m+n—s+1)! 
S=0 
SNL Q 


, +s 
FN (nr Hs)! ii : ) Antg+s+1T-9—S 
s=0 , 


CHAP, VI. — LES SUITES RÉGULIÈRES. LIT 


et 
S=m+q 
5& ; m+q\ 
(6) G(æ) = Y (m+s)( ; Tjan-gesamtes, 
$ =0 


Cela posé, il est évident que, dans F(x), les coefficients 
(7) Ag+15 Ag+2, +.., An+q 


sont disparus, tandis que, pour g£n —1, G(x) ne contient pas les 
coefficients 


(8) &o; Œi, LER .….; An—q—1 ; 


soit, au contraire, g — ñ#, on voit que G(x) contient tous les coef- 
ficients ax qui correspondent à o£k£m + n. 

Le cas spécial, où la suite harmonique [f,(x), an| est supposée 
régulière, présente un intérêt particulier. En effet, posant, dans (6), 
ZT = —1, puis appliquant légalité 


fn(—1) =(—i)ta», 
on aura le théorème intéressant : 


I. Les éléments ax de la base |a,| d’une suite régulière quel- 
conque satisfont aux deux formules récursives 


S—= 


(9) >: (—iÿ(m+n—g—s)! Fe "RTL OM +] An+n-s+1 


s—=0 
S— 


Dit gsm gl 
(g—s)l(m+n—s+i1)! 


— s9 
$ — 
S—= 


(10) D'i(mæn+g—s)! 


s—0 \ 
x [c- 1)" () —((" ail Ayntn-s = 0; 


où les sommations sont à étendre jusqu’à ce que les coefficients 
binomiaurt qui y figurent s'évanouissent tous deux. 


On voit que ces formules récursives sont généralement incom- 
plètes toutes deux, parce qu’elles ne contiennent pas les coeffi- 
cients ax indiqués dans (7), respectivement (8). 


i 
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Le théorème que nous venons de démontrer est très remar- 
quable, ce me semble, parce que la base [a,] est parfaitement 
déterminée, pourvu que tous les a, ou tous les &,x,, soient 
connus. De plus, il est évident que le théorème susdit est d'ure 
généralité extrêmement grande, nous le verrons du reste dans la 
suite de nos recherches; c'est pourquoi nous nous bornerons à 
considérer ici les deux formules récursives réguhières 


sS=n—1 B 
— Î S Ace Dos A >’ 
(11) Ci) asBr = (— 1) Ba, 
(2n — 95)! 
s=0 
Sn T 
(nr) —s$+1 : A 
(12) 2 
(an —19s +1)! 227—25#1 î 


S—0 


Posons, conformément aux formules (20) et (23) du para- 


graphe XX VI, 


(13) ao = 2 fo; lsn—= 2(an + Pa), Œon+1 — Yn; 
respectivement 
(14) Aon = Àn) lei — Bas 


les nombres a, et a, ainsi définis satisfont aux deux formules récur- 
sives incomplètes susdites. 


XXVIII — D’autres formules récursives générales. 


En appliquant l'identité évidente 
TP = GP A(T+1 — xP- 
= " ième à 
on peut représenter le polyÿnome quelconque du ni" degré 
(1) J(x) = an,0T" + RAD RE dr rit ar 


sous cette autre forme 


Srn—2 


(2) f(x) = g(r + 1) D: À , ms 2 An1(æ mo) 0] ASS 


S'= 0: 


où il faut supposer nr ? 2, tandis que les coefficients A, se présentent 
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sous la forme 
S—p 
/% 
(9) , AY — > ture 
S== 0 


ce qui donnera particulièrement 


(4) \ An= f(—1), 
PRE) fr 


De plus, il est évident que l'égalité 
(5) np 0 
entraine cette autre 
(6) À p = — À hs 
el inversement. 

Posons ensuite, conformément à (2), 


(7) ACL AS DS Li b(x) — > A,æx" na. 


ce qui donnera, en vertu de (2), 


(8) f{æ)=(z+De(z) + A, 
(9) f(æ)=r(x + nr) + A; (x +1) + A», 


el nous avons à développer, d’après les fonctions de {Bernoulli et 

d'Euler, les deux polynomes entiers o(x) et L(æ) ainsi délinis. 
A cet effet. appliquons la formule (14) du paragraphe VIF, 
flet, appliq la le (14) du paragraphe VIT 


sf) CT (C2) 


nous aurons, en vertu des formules générales du paragraphe XIV, 


SAVOIC : 


pour les coefficients y,» des deux développements 


. S=n—? 
(10) o(æ) = > nr) Yas(n—s—2)1B,;.(œ) +1) lun; 
s=0 à 
S=nRr—S 
(HUE > (— 1) Yn=,s (2 — S — sn) Based) + (— 1) 2 une, 
Si 0) 


NIELS NIELSEN 
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les expressions suivantes : 


S=p 
lens D: (Sir ee mo | res (oSPpER—E) 
Ss=—=0 
HE) S—=7n—A1 
Norte > (— 1) Ans An,s 
S—0 


où nous avons posé pour abréger 


(13) M == + 


Le même procédé donnera les développements analogues 


sS—=n—1 

(14) (DT) >» (— 1} Ons(a—s—1)' En six 
s—=0 
sS=n—2 

(15) V(æ) = à AR AT RS td ie 
s=0 - 


où il faut admettre 


S=p 


LA ARS Ÿ F/n—Ss\ 24 NET 
(16) Ôn,p — (—1)° HI |Ans (Oo£p=n—1). 
; > Free 
S=0 


En se rappelant les expressions des coefficients %,, 


figurent dans les développements de f(x), d’après les fonctions de 


et 62; qui 


Bernoulli et d'Euler, et qui sont indiquées dans les formules (9) 
et (16) du paragraphe XIV, on aura immédiatement 


Vn,p = Xn,p— À p (0oSpzn—2), 


C7) 


\ 


Ôn,p = Bn,p+ Ap (o£p=n—). 


Dans le cas le plus simple, où le polynome donné f(æ) se réduit 


à une seule puissance 2#+t, nous aurons pour la fonction 


GRAS (— 1)2 
T HI 


les développements donnés déjà dans le pa ragraphe NIV. 
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Soit maintenant le polynome donné f(x) un polynome symé- 
tique, on aura, en vertu de (4), pour » pair, 


An =f(o) — f(—:1) = 0, NE LA 
ce qui donnera, en vertu de (9), 
(18) J(z)= (x + Y(r) + ann. 
Dans le cas où » est un nombre impair, on aura, au contraire, 
Anpn—=—2f(—1)=—2A;—=2@n, 
d’où, en vertu de (9), 


(19) f(x) = æ(r +1) dx) + an,n(2% +1); 


c'est-à-dire que le polynome (zx) est toujours un polyÿnome symé- 
trique, quelle que soit la parité de ». 
Cela posé, nous aurons, en vertu de (11) et (15), 


MAI CIERU” Ôn=1,9p+1— 0, 
el, pourvu que 7 soil impair, 
Un—1,n—2 = 0; 
c'est-à-dire que nous venons de démontrer le théorème : 


1. Soit Le polynome f(x), défini par la formule (1), un poly- 
nome régulier; les coefficients a, satisfont, pour une parité 
quelconque de n, aux formules récursives 


S—p L 
(20) Denf(lir)+enelans0 GS 
S—0 : 


soit n un nombre impair, oR aura de plus 


Sr 2 


(21) > (—1) Ans Ans = 0. 


LU) 


Soit par exemple f(x) = B,(x), on aura ces deux formules 
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rÉCursives curieuses 


ne SCT NEO 
S = 1 
CT) ee] -[GEI eo 


dont la première nous conduira à des formules bien connues, for- 
mules que nous avons à étudier plus tard et d’un autre point 
de vue. 

Quant à la formule (9), posons pour abréger 


n — 2 
In,0o = 1; Ln 1 — FRS 
S=p—1 1 
(24) e D RU re ñ » 
Œnes = — — 1}?—s—1 br 
n,2D+1 = (—1) RUES Re 
s—-0 
An, 2p = An,2p+1;: 
il résulte, pour 222, 
S—=Nn—2 
DTA - 
(25) Bh(x) = —— An,sT 24 B,(o), 
S—=0 
ou, ce qui est la même chose, 
S=n—? 
s ù . @(T +1) | 
(26) Br +1) = Cp > (— 1} an, (TX +1) Sr2 + B,(o), 
$s=0 


de sorte que nous aurons 


An,n—2 = A : B=1Ct0), 


Aon,2n—9 — Aaron] — 0; 


formules numériques qui sont contenues dans la formule géné- 
Le, 
rale (22). | 
En se rappelant que B;,(æ)— B:,(0) est divisible par æ?(x+1)?, 
on aura, en appliquant encore une fois la formule (9), cet autre 


Le. 
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développement de ce genre 
Le, 
S—=2n—% 1 
’ a?(æ +1) } 
(27) Bon(æ) = AE TT TUE D CT open ee Ban(0), ! 
k S—0 x 
\ 
où nous avons posé, pour abréger, ! 
An,0 = 1) aha—= 7 — 0, 
Ar 
(28) ue 
! Tr 
(—1Panp=p+1— np +Ù (—1)-1(p — 2s +1) (5)B 
\ S— 1 k 
remplaçons, dans (25), æ par — # —1,1l résulte le développement 
analogue 
Le, 
S=2n—% 
; g æ(æ +1) Qu k 
(29) Ban(x) = _ D Car +1) Ban(o). 
DID. }S 
s=û 
De plus, la formule (25) entraîne les égalités numériques 
Es Ln,on—3 — CAEN (2n)! B;»(0), 
JS c 
d’où, en posant 7 +1 au lieu de n, 
S=n—1 
: } ; “Jon PART En s 
30) (n+i)(on+r)B,+ > CD(s }B=i ann) 
: DS? 
S—=1 : 
s=n—1 
DIV \ a 
n 2 ue F- \ Ne 22 — 
31) (22 +2)(2n+1)B,;+ > (— 1} (282) (07 ns Bas = ( 1)" (an 3n—1). 
S—=9 


On voit que la formule (31) est incomplète, parce qu’elle ne con- 


tient pas le nombre B,_,. 
En second lieu, soit f(x) —E,(x), nous aurons les formules 


récursives 

<P+2 

ru 1 n 

— 1\ (— 1) n—2$ m - 

(32) n I LA SE pE EE » ( b) ( + (— 17 {° }Ts 
À P FI PA NON NE DS 

S= 

S = — 1 

, à (— 1}S fan +1\ ) T 

(33) lon = D: Re en Nr s+1- 
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Posons ensuite 


s=p—1 
I Se 27 
ER = —— TEE 
Bn,2p»-1 = ae 2 p—25 Sn Se ic: 
) DÉRLE 2p 25 I 
(31) s=0 
el I + 
Pr0 = = ? Bn,2p > Bn,2 — 1) 
il résulte 
Sn 2 
æ(æ+i) - re 
7) É P\ — 2 27—5- ? 
(35) En(x) = PRET PS > Pn,s D? 
s = 0 
ou, ce qui est la même chose, 
s=2n—2 
æ(æ +1) ; Se ME 
(56) RE at | > (— 1} Bns(r +1)22-5—2, 
4 (Te : 


XXIX. — Une suite régulière assez générale. 


Pour construire des suites régulières d’une forme assez générale, 


nous choisissons, comme dans le paragraphe XXIV, 7? nombres 
complexes 


(1) Uys 2, ss ce, An 


qui satisfont, pour 1£s£n, aux conditions 


02) As + An—s+1 = M, 


où 7 désigne un nombre complexe quelconque, différent de zéro. 


De plus, nous avons à adjoindre aux nombres 4, un ensemble 
correspondant 


(3) Pr ES PEN Br 

de sorte que É, correspond à 3, et que nous aurons, pour 1£SÈR; 
(6%) Bs = (—1)€ Ba-s+1; 

Où € 


est un nombre fixe; du reste, les nombres 6, sont à choisir 
aussi arbitraires que ces conditions le permettent. 
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Cela posé, il est évident que les polynomes 


S—=n 
> a&s \1 
Lptr)= cas (r+Æ) 
m 
Se 1 


forment une suite régulière; car nous aurons 


_ &s \P PRE — (LEE b 
(5) ês (-r-1+#) = (— 1) (e+ 2) . 
On voit que le degré du polynome £g,(x) ne peut jamais 
-__ dépasser p et que la base de la suite régulière susdite est intimement! 
liée aux sommes 


$S=n 
(6) = Bex9. 


Supposons æ 
(7) RENTRER TE ee (Hyr1> 0), 
la fonction 
sn | 
(8) M) = Dee + 2)" 
s—1 


est toujours, même pour r = 0, un polynome régulier du degré g; 


car nous aurons, en vertu de (3), 


(9) (— 0) D(— x —i) = (—i)E b(— x — 1) = b,(x); 
c'est-à-dire que 


est toujours un nombre pair. 
Posons maintenant pour abréger 


(10) op = Vr+p 


il résulte, en vertu de (3), 


$ LE 
“ei er at 
S=== 0 


/ 


de sorte que les formules (5) et (6) du paragraphe XX VI 


\ 
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donnent ici 


“—=q—1 5 
(12) [1 —(—1)9]ag= > ax ( 1 }mi=a 
= 0 
=2q ; . 
(13) 27H19 — > ÉAr u) 25 m21-S+1€&s; 
\ FES: 


dans (12) il faut supposer gZ1; soit g = 1, nous aurons 


Æ m(r +1) 
(14) D = —— «sg. 
2 
Quant aux développements d’après les fonctions de Bernoulli et 
d'Euler, on aura immédiatement 


al 
ARR I / s+1 
( — = ————_—_—_— ee , 
Li sit Dener — Bg-2s(æ), 

10 

Se 

mie 
: * I LT ds 
16 = B,(x =Y —— EE, (x. 
(19) AN : (res) “28; 

s = 0 


ce qui donnera 


M(rH2g +1) 
Re = CD 


(x7) Ag+1— < >q 
s—=q—1 
È PESTE EI È e 
— (— I Can 8 se . 1) m?24—2s @os+i By, 
$s—=0 | 
s=q 
/ c : (Fr+2q +1 m \ 29—25+1 
(18) A2q+1 — CL ( r #1 s ) (2) as To-s+15 
S=—0 


dans (17), 1l faut supposer également g 21. 
Posons encore 


SU 


( bag= — Ÿ r+2 19 9 LS 
1 = — US c— ? "+24 — SE “2 9 
19) Oo SF Bs(2as— n)"+29 = (3 +92q)l2°4mt 1day(— >)? 


s=1 


il résulte, en vertu des formules (19), (20), (21) du para- 


ee es = > fi k à 
à F 
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graphe XXIV, 
S—2q—1 
( / > LE en re 
(20) bag — 2% a>4 = Et " ( 2 “4 NOTES Ge 
— 
sS=q—1 
; 9 \ OL me 
(1) biy—atasg= Ÿ (rss ges 225 m9 ay, Ey 
s=0 
SET | 


>: 52 | x le ve m\29—2s—1 U : 
(22) B27—92%a9 = Ÿ Œurs( q ) (©) Dos el 


EDS] Qu) 
s=0 


En terminant le paragraphe XXIV, nous avons indiqué des 
ensembles spéciaux des nombres 4,; quant aux B,, nous aurons par 
exemple 


ñ I 
Q — RE ; e : 
Ps = I, CREER LEE = (") B= (if). 


Dans ce qui suit, nous avons à appliquer plusieurs cas particu- 
liers des suites régulières que nous venons d'étudier ici. 
XXX. — Exemple. Formules d’Euler. 


Comme premier exemple des suites régulièrés que nous venons 
de regarder, nous avons à étudier les deux polynomes entiers 


<P 
(1) f(o)= Du?) [tps (r+b-s) +s(e—£+s) l 
s =0 
<P 
= 5 
I 
d) m@=LSCu(r) 
S—0 


ñ ; P n+p—1 . : e: P e Û n+p=1 
x [tps (e+£—s) + (—1)Ps|x > -s) | 


où p désigne un positif entier quelconque, tandis qu'il faut admettre 
oénéralement :,— 1; c’est seulement dans le cas où p est un nombre 


Oo 
I 


: É pre SE LE 
par, savoir p = 2q, qu'il faut poser = > 

Quant aux deux polynomes ainsi définis, je dis qu'ils sont du 
degré n» et qu'ils forment tous deux des suites régulières. 


Étudions tout d’abord le polynome f,(æ); 1l est évidemment du 
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degré », de sorte qu’il nous reste à démontrer l'égalité 


pat 


ou, Ce qui est la même chose, 


S—0 


P 
2 

DNS STD EN TE ENT PIE UE) : 
(2) (Et TES a (7) (EE 


Or, appliquons les identités évidentes 


Eee) (Dee (Tr 


s 


la formule (3) est évidente pour p impair; car, dans ce cas, le der- 
nier terme qui figure au premier membre s’évanouira. Soit ensuite 
p un nombre pair, savoir p = 24, nous aurons 


2 q "+ 2q à (1) =102) (1) 
ÉOLIEN 


7 


2) 


ce qui donnera sans peine la formule (3). 


Posons maintenant 
Sr 
EST 
æ) = 
) fn Zur 


nous aurons 


ln) 
ES 


.(E) Leo (ed (e =] 


I 
CNET ÉSARES 


_ PMpr _ 2M,,r#1 
E RCE ER ae 


Quant au polynome or(x), il peut être traité de la même 


© 
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mantère : remarquons que les sommes 


2 = 


(—iÿes és (£ L. s) NS on (eo ) (£ ee 


0 S—=0 


S évanoussent pour 2=272=p— 1, et seulement dans ce cas, il est 
évident que ©,(æ) est précisément du nime degré par rapport à #, 


savoir 


S=n 


; \ RARES 
(7) Sn(T) = 
F va DE 


sS=0 


Posons pour abréger 
” Le, 


æ 
#2 
| 
4 
” 
K, 
o 
Cm 
LES 
® | 
a 
7 
"© 
+ 
19 
s 


— 10 
nous aurons . 
s ARE 2N pr L _ PNp,r 
(9) 2p —= TS DD 
(p + 27 — 1) (par)! 
Cela posé, nous aurons im médiatement les développements 


d'après les fonctions de Bernoulli : 


<n 
=3 
4 M 
2 PE 4 M p,5+1 na 
(10) Tate) = Geo Bh-25(x), 
s —0 
cu 
2 
ES ; 2 IN 
(IT) Dn(æ) —=: Tao Du-ts(@) 
s—0 RE 


andis que les développements d’après les fonctions d'Euler devien- 


nent 

cn 

=3 . 

2PMh;s pa C 

(12) fn(z) = (as)! En-25 (2), 

s=0 

UE 
ne A SL PR SO TR 
(13) En(T)} = arc nnte ) 

s =10 


Posons ensuite, dans (10) et (11), # — 0, puis introduisons 27 au 
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lieu de », il résulte les deux formules récursives 


S=n $ 
RTI re on +I a 
(14) Grece Mp,n — Mh,n+1 > ne ( e. ) BsM,n=5+1: 
“4 DA : 
s=n : 
(13) Np,r = LdC ET (Fe sens, BsN pins: 
s=1 : 


dont la dernière est indiquée, sans démonstration, par Euler ("). 
Conformément aux RUE de Scherk (?), de Saalschütz (*) 
et de M. Haussner (‘), on n’a pas démontré jusqu'ici la formule 
eulérienne en question. 
Introduisons encore, dans (12) et (13), æ — 0, puis remplacons » 
par 27 +1, nous aurons de même 


s=n 
"TL à. ee fon +1 Tir Mrs 
(16) Monn=pY (— se Pneus 
s=0 
Sen N 
rs . ræl AT Eu) À s+1 NN p, ns. 
(17) Non D (er) D2s 
Ss=0 


Nous nous bornerons à remarquer que l'hypothèse x —— = 
conduira à des résultats analogues aux précédents. De plus, 1l est 
évident que les formules que nous venons de démontrer ou d’indi- 
quer donnent, comme des cas particuliers, un grand nombre de for- 


mules récursives bien connues. 


XXXI. — Les fonctions partielles. 


Revenons aux ensembles contenant les 72 éléments o, et les n élé- 
ments correspondants 6, que nous avons apphiqués dans le para- 
graphe XXIX, puis supposons que À soit un nombre pair, savoir 
n—2p,1lest possible de diviser en deux groupes à à éléments les 


(1) Novi Commentarii Academiæ Petropolitanæ, t. XILL, 1:69, p. 31-59. 

(?) Mathematische Abhandlungen, p.7. Berlin, 1855. 

(*) Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen, p. 202-203. Berlin, 1893. 

(*) Berichte der Kel. sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, t. LXII, 1010, 
p. 417-418. 


D j 
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nombres 4;, savoir 


Zi, Los Lys * du, 
(1) " 1! 2 [74 
y, o, As +) Au» 


de sorte que nous aurons, pour 1= 5 Cu 


(2) a, + ai — mn, 


et ce problème admet précisément 26-{ solutions. 

Nous désignons comme complémentaires les deux groupes (1) 
ainsi définis, tandis qu'un seul de ces deux groupes complémentaires 
est un groupe partiel, formé de l’ensemble des #7 nombres &,. 

De même, nous divisons aussi en deux groupes les nombres f, 
correspondant à (1), de sorte que ff et 8! appartiennent à a! res- 
pectivement à 4,; c'est-à-dire que nous aurons, pour 1£s£u, 


(3) ps = (— 1) 5. 
Soient maintenant (1) deux groupes complémentaires formés de 
l'ensemble des ? nombres ,. nous désignons comme fonctions par- 


tielles appartenant aux ensembles des nombres 4, et des nombres 8, 


chacun des deux polynomes entiers 


s—=t4 re 
Ft) : > B£ (x + É 
VE & Ses PE 
: r'! Û a 
, S=1 
C4) 
le MA Fr 
0 1 Xs 
RE = TE rat , 
CHA 28 m 
1 


où 720 est un entier quelconque du reste. De plus, nous désignons 
comme fonctions partielles complémentaires les deux fonctions 
f,(æ) er g,(x) ainsi définies. 

Ces définitions adoptées, il est possible de former précisément 
4 fonctions partielles qui correspondent aux ensembles des v, et 
des 8,. 

Supposons maintenant 2 impair, savoir A —2h—+1, nous avons 
à ajouter à chacun des deux groupes complémentaires (1) l'élément 


71 
(5) 


2. 


et les fonctions partielles complémentaires f, (x) et £(æ) deviennent 
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dans ce cas 


LR 7 
C 7 r z / EL r 
: I Bu ( I a/ (2 . + 
(r)= —t == |xz+ - ci 5 ÉQ ÊU EE Re ) 
Jr(x) 1 ETS s 2 Re m 
Si— 
(6) s =Ù 


: I Bu+1 LUE > 0 ES AN 
{ n = PRET « 
Egr(æ — r! 2 (: ) 8: m 
D 1 


Dans les développements précédents, nous avons supposé n 21; 
soit particulièrement » —1; chacun des deux groupes complémen- 
taires (1) ne contient que le.seul élément (5), de sorte que nous 
aurons, dans ce cas, les deux fonctions partielles complémentaires 


AE 
Cela posé, la définition (8) du paragraphe NNIX donnera le 
théorème : 


1. Soient f,(x) et g,(x) deux fonctions partielles complémen- 
ré 
taires quelconques appartenant aux ensembles des 5, et des &,. 
nous aurons toujours 


(8) Ja(&) + &a(æ) = Po-r(æ) Ea=r}, 
(9) (1) fo(— x —1) = Sole (— 1) g4(— 2 — 1) = f(x). 


Posons ensuite pour abréger 
Ss—=4 


TI—S 
Th — ; 
Ja(æ) D re dues Cas 


(10) id 


N' _& GIS 
EN - mr 
[Amis ms (q —s)! 


SA 


o 
CA! 


puis supposons $ 2r, nous aurons, en vertu du développement (rs) 


du paragraphe XXIN, 

(ni) A+ ASE As-r; 
soit SL, 7° 21, nous aurons au contraire 
(12) ai + = 0. 


Les fonctions paruelles complémentaires jouent un rôle fonda- 
mental dans nos recherches suivantes. 


— —— 


CHAPITRE VII. 


LES FONCTIONS B,(pæ) ET En(pæ). 


XXXII. — Formules fondamentales. 


Soit p un positif entier quelconque, les équations aux différences 
finies qui figurent dans les définitions des nombres de Bernoulli et 
d'Euler donnent immédiatement les deux formules générales 


S—p—1 e 
I 
(40) RE ENS ed een > (æ—s)t1, 
s—0 
S—=p—1 
‘ - : = ro} @lsz 
(2) E,(æ—p)=(—1) EG) UE > Gas, 
s—=0 


formules qui donnent des résultats essentiels pour les deux fonc- 


tions 
1 B,(px — 8 E,(pzx —#$) 
(3) o(æ)= re y()= ED, 


où & désigne un nombre complexe quelconque. 


En effet, substituons — x — 1 au lieu de +, nous aurons, en vertu 
de Gi}et{2), 


L : S=pDp—1 
K Le. Bh(— pa — $) RC ET 
D 2 N tp) - 
S—=p—1 : 
rt) D Le = ut JS N\r 
D OC pe D n(r+ is) 
PA p' n | P 


d’où, en appliquant les équations fonctionnelles de Jacobi, savoir les 
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identités (1) du paragraphe XV, 

B,(pz+f$—1 I p+s\?221 
DR RC Ne 


ee 
p1 (n—1)! 
s—=0 


(5) ri} g(—z—1) 
S—p—4 

n (— 1)? E,(px + f6—1) 8 =, 1—S = =) 

ne ee de OS (æ- Frs 


S—0 


= 


formules qui conduiront à des résultats intéressants pour des valeurs 
spéciales du paramètre 5. 

Posons tout d’abord $ — 0, puis appliquons encore une fois les 
deux équations aux différences finies qui figurent dans les défini- 
tions des fonctions de Bernoulli et d’Euler, il résulte, pour les 


foncuons 


B à E T 
(6) va(æ)= en V(x) = — ) 
les équations fonctionnelles 
S—p—1 
: , ; 1 | S\ 1-1 
(7) D mn ee (+2) , 
SA 
S=p—1 
1 a. Te 17 | I : Ss\x# 
(8) (te ENT TON EA)EE Ft > (— 1) (e+ = 
sS=1 


L : I ; 
Posons ensuite 8— -, nous obtenons. pour les fonctions 
#} 


Oo ( Æ ] W, ? = 
(9) DO Va(æ) = 
les équations fonctionnelles 
S—=p—1 
£ I A 28 +I\?2—1 
(10) (it ga(— rm — 1) = DD) + -———— N A EL : 
(n—1)l 2P 
Le 
S=p—1 
: I 25 n 
(11) etre r—r)= Ye) — — > (+2 —) - 
dé S— 0 FE 


Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux derniers 
groupes d'équations fonctionnelles. 


\ cet effet, regardons le positif entier », décomposé en facteurs 
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prénuers 
(12) nr = phipas... pr, ; 


puis désignons par 


(13) RON ET nt) TT 
4 1 q 
les positifs entiers, obtenus en divisant m par g de ses facteurs pre- 


miers, tandis que 


/ (9) UT (4) 
Cr) F m1 LL sr.) q 


. désignent les produits correspondants des g facteurs premiers, de 
sorte que nous aurons Loujours 


rs 1 ( i v 2 
(15) rm = mn ÉD RETIENS 
Qt = 7 4 CA . . 
Cela posé, nous avons à étudier la fonction 
==; 2 FER ; cs) 
r mr nt 
(16) een?) RAS > SARA À 
6 TETE ( my)! 
q=1 


qui est toujours un polynome entier du degré 7 par rapport à x; 
appliquons la formule (5) et la règle indiquée à la fin du para- 


oraphe IV, nous aurons 
5 ; 


s=2{ 
F F, ( —Ù ( NT Eee 
A CERN CNE RTE TD), 
(1572 ) n ) nr ) FE PRSETT a) ( ) 
s=1 
où 2u —v(m), et où les 
(18) 1, so, a, Ca ap. 


sont les positifs entiers plus petits que » et premiers avec mn. 
Supposons ensuite que 7x soit un nombre impair, puis posons 


S=/" Ft ( ; (5 .) 
J Er(max) | Y E(mé x 
(19) AGE ESE-vTen F2 fs EU | 
= q=1 
nous aurons de même 
s=2{ 
; NEUT ; PNR de VE 
(20) (— 1) Ga(— rx —1) = Gn(æ) + = >: (— 1) (r + 
S=1 


NIELS NIELSEN 
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De plus, il est très facile d'ordonner, d’après des puissances des- 
cendantes de +, les deux polynomes F,(x) et G,(x). 
En effet, désignons par & un positif entier, puis posons pour 


abréger 


(21) van) =(pf—1)(p$—:1)...(pf— 1); 
nous aurons, en vertu de la règle indiquée à la fin du para- 
graphe IV, 
<a 
= 9 ( 1 / ) B 9€ 
D nm )r'!t a — ] ) Le Lost ( 10 s æhi—2s 
(22) ES D ET LEUR 2 —— 
oO (25) 1um?s=1 (2— 25) 
S—=1 
<n+i 
en 
(— 1) Les: Dos—1 ( m)T; an-25+1 


I 
OT EP es eme 
ST 
où 1l faut admettre 221; soit n —1,le second membre de la for- 
mule (22) doit être réduit à son premier terme. 

Quant aux deux développements que nous venons d'indiquer 
pour les fonctions F,(æx) et G,;(x), on peut comparer les dévelop- 
pements du paragraphe LXX VII. 

Nous ne nous arrêtons pas à la généralisation correspondante des 
formules (10) et (11), parce qu’une telle généralisation ne donne pas 
des applications aussi intéressantes que la précédente. 


XXXIII — Suites régulières de première espèce. 
Désignons par f(x) et 2, (x) deux fonctions parüelles complé- 
mentaires, formées de l’ensemble des nombres 4, 
(1) NC Re Ne 
et de l’ensemble adjoint des Ge 
(2) Br 


puis posons 


q—=m 


s! vi 
3 NU Te On = 
(3) Ffn(x) 27 (m—Q)!" 
q=m mn 
à sUL- 
PRE A NES ASS CL De 
(4) Sm() DE (m—gq)l 


q=0 
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nous aurons par conséquent 


(65) DIU bons PES 


et généralement 
(6) Sg + Sq = +91 31... (p—1)= Sy(p —1). 


Dans ce su suil, nous désignons comme complémentaires les 
deux sommes s ét S£ ainsi définies. 

Soient FCRSRES OÙ pP—2Y—+92, nous pouvons former des 
ensembles (i) et (2), précisément 2” fonctions paruelles de la 
forme jh (x) ou 2»(x). 

Cela posé, nous avons à démontrer le théorème : 


[. Soit fn(x) une fonction partielle quelconque, formée des 
ensembles (1) et (2), toutes les fonctions de la forme 


IV 


(r) Fix) = ——— Entpe) + fn-1(#) (n 


D FETE TE 1) 


sont des polynomes réguliers. 


En effet, nous aurons évidemment 
BON R (7) (n 21), 


et les formules (7) du pa ragraphe XXXII et (9) du paragraphe XXXI 
donnent de plus 
(—1}2 F,(— x — 1) = 2 + [fn-1(8) + Snn1(æ)] — Sn-1(r)= Fa(æ). 
Quant au développement du polynome F,(æ) d'après les fonc- 
tions de Bernoulli, nous avons à chercher, dans F,(x), les coel- 
ficients des puissances æ72571, Or, B,(x) ne content qu'une seule 
de ces puissances, savoir 4271; les autres proviennent de la fonction 
partielle fn, (x). 
Appliquons ensuite les formules (3), (5), (6), nous aurons le 


développement cherché 


HA 


LL 
2 
2 24 


(8) ENS PC + De nt 
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et il existe précisément 2* développements de ce genre, ce qui nous 
donnera des formules récursives très remarquables. 

En eflet, posons, dans (8), 2n au lieu de n, puis posons 7 — 0, 
nous aurons 


q=n—1 u 
2101 — 2n Sr n. 
(9) a Œut A Re, 
: q=1 


= (—1)(Son— APSon 1); 


introduisons ensuite, au lieu des s,, les sommes complémen- 


taires $,, ce qui est permis, puis additionnons les deux formules 


LL 
ainsi obtenues, nous aurons, quelles que soient les fonctions par- 
tielles complémentaires f, (x) et 2, (7) que nous avons prises pour 


point de départ, 


y—=n—1 à 
(10) p{pren)Ba Er > (or )pns S:g(P —1) Bx- 9 
q=1 
= (—1)"{San(p —1) — np Sin1(p —1)], 


formule qui est trouvée, par des méthodes entièrement différentes 
de la nôtre, par Radicke (!) et Worpitzky (?). 

Soit particulièrement, dans (10), p= 2, da formule eulérienne (0) 
du paragraphe XVI donnera 


q=n—1Y 


nT, ÿ 2n 
(au 1) DA —" (— 1)2=1 ts 222-2q By-3 + (— 1) t(97 En 1e 


qg=1 


Quant à la formule (9), beaucoup plus générale que (10), nous 
aurons, en posant 
P =3, Sn =! Sm = 2", 
les deux formules récursives d’une simple forme 


LL 


q=1—1 
320241 3 
(12) —— RER > nn. ne gr ar) 
_ ge! 
q=n—1 
D 322+1 3 \ on 
(15) CSA B, + D (— 1)4 Fe 229 32024 Bn_,—(—1)2-1(3 n—2)92n-1, 
\2 
q=1 


de ) Die Recursionsformeln für die Bernoullischen und Eulerschen Zalhlen, 
- Halle, a. S., 1880. 


de ) Journal de Crelle, t. 94, 1883, pr. 
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En nous bornant à cette apphcation unique de la formule génc- 
-rale (8), nous avons à étudier la fonction correspondante Gh(x æ) 
provenant des fonctions d’Euler. 

À cet effet, nous avons à déterminer l’ensemble adjoint de (1) par 
les expressions 


CFA = (—1}s, 


puis à former deux fonctions partielles complémentaires 4, (x) 
et kn(æ) de ces deux ensembles. Posons ensuite 


q=m - 
€ æ'L-q 
(A) Rs) ÿ Fq SE 2 
g\pi(m—q)! - 
JE 
qg=—=m ñ 
: Q æm=q 
(16) k æ EN ue a —— 
m(&) Æig'pi(m—gq)! 
q=° 


nous aurons sénéralement, pour g > 0, 


l'=p—2 


; ne 5 | 
(3) sy+o=(—i)r-1 > (1) pr — 1 (— 10 s4lp 1), 


20 


. 


Landis que l'hypothèse 7 — o donnera 
(18) Sp +59 —=0, Gh += —1I, 
selon que p est supposé impair où pair. 
Cela posé, il est facile de démontrer cet autre théorème : 


IL. Soit h,(x) une fonction partielle quelconque formre des 
ensembles (1) et (14), toutes les fonctions de la forme 


E,(px) 
7 p" 


+ hn(x) (nZ=o) 


(19) Ca 


sont des polynomes réguliers. 


. 


La formule (8) du paragraphe XXNT donnera dans ce cas 


El E(pæ) 


P" 


COM GR Tr) = — + [h(o)+ hante) | ae) = Gr); 


c’est-à-dire que nous avons à étudier séparément les deux cas sui- 


vants : 
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1 pest un nombre impair. — Dans ce cas, le polynome Gn(x) 
est précisément du degré # par rapport à z; car le coefficient de la 


J L L 
ADRESSE 


Cherchons maintenant, dans G,(x), les coefficients des puis- 


puissance x” deviendra 


et 5°, est un nombre entier. 


sances æ"-%, nous aurons le développement d’après les fonctions 


d'Euler 


<A 
£3 
PR 6 2725 ( 
(21) Gnir)= (4 # 25) E:(æ)+ Gs)ipe nr (2) 
SL 
d’où, en posant 2x +1 au lieu de 7», puis supposant x —0, il 


résulte la formule récursive pour les coefficients des tangentes 


p?+ri— : ? Ê 
(22) a 09 pp) T5 
S—=n" 
AT CT LS | e* Le Sr 
ee ù (— 1» ( p ) o2sp2n-25+10 T1 — (— 1)" DNA GE pet 
Ss=1 


où 1] faut supposer 227. 


Soient, dans (21), 7 —1, © = 0, on aura au contraire 


— I Ge D. 
(23) NP RAGE 


Introduisons maintenant, dans (22), au lieu des 5!,, les sommes 
complémentaires 5,,, ce qui est permis, puis ajoutons les deux résul- 
Lats ainsi obtenus, nous aurons, quelles que soient les fonctions 
paruelles complémentaires lim CI CP COS 


S=n 
X 


(24) (p?ri — DTru+ (— 1})S fa LE : 220 RE SER S2s(pP = Dee 


25 


$S—=1 


= (— 1) 2 ons (p — 1). 
Posons ensuite, dans (22), 


L] 2 nl 
P="S;, Op ——]I G Du 
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nous aurons 


S—=7 


32H14 = es 
(25) ————— T EN ( JE Led 26 292496 ? 
» A — 1} 225 52/1—25+1 us —=(— pi 92n—1 
æ &+i EU ) cie 2253 Tps =(—7r) 2 à 
S— 1 
32 2 Le 
2n+2 7 1 
; \\, fani\ .: 
( 26) + PRE 1e + >. (== 1) ( La ) 2% 3272—25+1 es _— (— D)? DH, 
S=1 


2° pest un nombre pair. — Dans ce cas, le degré de G;(æx) ne 
peut pas dépasser 7 — 1, parce que la formule (20) montre que le 
degré de Gaz) est de la forme 7 — 2y — 1; c'est-à-dire que nous 
aurons 


, 7 


(27) Pot 


Di 


Or, il est facile de voir que G,(x) est précisément du degré ñ—1, 
parce que le coefficient qui correspond à la puissance æ"7! 
deviendra 


l Le I 
nil 


et 7 est la moitié d’un nombre impair. 
Dans ce cas, nous aurons le développement d’après les foncuüons 
de Bernoulli 


LA ==! 
VS 


+ s 209542 > > 
(28 EEE ——— ——— B, (x (n21 
) 37 ( ) D: (25 + 2)! p2s+2 n—25—1 ) = » 


S = 0 


d’où, en introduisant > 7 +1 au lieu de », puis posant x — 0, 


s=n—t1 


, n+1)p ; on +2 æ 
(29) ee Tati = > RE Jp ee Bas 
Ss—0 


te (—1)2[( ñn +1)POo nt Fr San+9 l; 


formule qui est valable, pourvu que nzi. 
10 s(28), n—1, +—0, on aura au contraire 
Soient, dans (28) ; 


(30) 5, = L +op. 


La méthode appliquée dans les cas précédents donnera, en vertu 
de (29), quelles que soient les fonctions partielles complémen- 


\ 
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tüures hn(æ) et Kn(T), 

= 1 
; (n+1)pTh+ DUR u Le 
(31)  T (En à ni ne) PAPE Sas+a(p 1) 


X Bn-s+ (—1)2[(2 +1) o2n+1(P —1) — con+2(p —1)]; 


l'hypothèse p = 2 nous conduira de nouveau à la formule (11). 


On voit que les coefficients du développement de G;(x) d'après 
les fonctions d'Euler deviennent plus compliqués que ceux qui 
figurent dans la formule (28); c’est la même chose pour le dévelop- 
pement de G, (x) d’après les fonctions de Bernoulli dans le cas où 


n est impair, et pour le développement de F,(x) d'après les fone- 


tuons d'Euler. 


XXXIV. — Suites régulières de deuxième espèce. 


Soient maintenant fn(æ) et £mtr) deux fonctions paruelles 
complémentaires quelconques qui correspondent à l'ensemble des : 


nombres 4, 
(1) 159, Jr On 7e ee SONDE AIS 


et à l'ensemble adjoint 


(2) Bs= 1, 
nous posons pour abréger 
S=m - 
= t r'i-s 

(3) red pie RECRUE 
si s'(2p} (m—s)! 
S=,0 
SPA 


Fes vi—S 


(4) SANTE D ne 
RES Ad S'(»p}) NET Lu 
s=0 


ce qui donnera, pour lés sommes complémentaires, 


A DR) Sr Pi EN \ 
9) bar mn = LE SPORE SEM 7 0) (riens 


SOIL 72 — 0, On aura particulièrement 


CHAP. VII. — LES FONCTIONS B,(pzx) Er E,(px). 
Appliquons ensuite la formule (10) du paragraphe XXXIE, il 
résulte le théorème : 
I. Sort fm(x) une fonction partielle quelconque, formée des 


ensembles (1) et (2), toutes les fonctions 


J 

Br (ox —— 2) 
AE) RAA pri = 
sont des polynomes réguliers. 


Remarquons queéslés puissances 72725 proviennent exclusive- 


ment de f_,(æ), nous aurons 


/ DH, = : 
(9) F2) — Egg) (p}1 Br (x IE 
q—0 


tandis que les coefficients du développement de F,(x) d'après les 


fonctions d’Euler sont plus compliqués. 
Introduisons, dans (8), 27 au lieu de 7, puis posons x =o, il 


résulte la formule récursive 


q=n—1 


: DIT è ST 
PU i1)B;+ Ÿ (ee) (ap), Ba-q 


(10) 
q—=9 


(— 1) (lon — 2nplsn-1), 


ce qui donnera, quelles que soient Îles fonctions partielles complé- 


mentaires que nous avons appliquées, 


q=n—1i 
448 (222— 2 )B;, + D (= r)9 ee (2p}2n-2445,;(p)Bx- 
(11) p(2 2)Bn+ D) 23 ne 
q = 
—(— j)e [bn(p) —2RPlan-1(p)]. 

Soit partuücuhièrement p = 1, nous retrouvons, en vertu de (11), 
la formule (11) du paragraphe XXXIIT, tandis que les hypothèses 

14 ni Ge RO 


D =D: 
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donnent, en vertu de (10), ces deux formules récursives 


q=n—1 \ 
21. 2n 
(12) CCR D or) on, —(—1) (471), 
Jr 
q—= 
q=n—1 
on À : DANSE : 3 
(13) Cou > if) 3oin-q bn y—(—1)(4n—3)327"1. 
Dre 2 
q=1 


Etudions maintenant le cas où l’ensemble adjoint de (1) se déter- 
mine par 
(14) Bs=(—1)", 


nombre qui correspond à 4,—=2s-+1, puis désignons par h,(7) 
et Æm(æ) deux fonctions partielles complémentaires, formées de 


ces ensembles, nous aurons, en posant 


S=—= 71 
A xs 
15 AE ED EL Les ee pe 
QE tm(æ) mi s'(2p}) fm —=s)1 
s=0 
S= nt ; 
’ — <" HS 
6 Ke =D —— nee 
(9 Gm (æ) s'(2p} (m—s)!? 


EN») 


U 


pour les sommes complémentaires ce (EEE 


S—=p—1 


Qnrm tn (-1)ent > (— 1) (2p —2s—1)— (—71)r-1 Fm(p), 
sS—=0 
où il faut supposer m 21, tandis que l'hypothèse m = 0 donnera 


EF 


2 FL ne RE Dee mn Re 
(18) So to — 0, Co + To ——1, 


selon que p est impair ou pair. 
Cela posé, la formule (11) du paragraphe XXXIL donnera le 
théorème : 


I. Soit hh(x) une fonction partielle quelconque formée des 
ensembles (1) et (14), toutes les fonctions 


(19) GARE 


sont des polynomes réguliers. 
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L’équation fonctionnelle de G,(x), savoir 
(0) (—r1)2+p Gr(— æ —1) = G;(x), 


dépend de la parité de p; c’est-à-dire que nous avons à étudier sépa- 
rément les deux cas suivants : 


1° pest un nombre pair. — Les mèmes réflexions que, dans le 
paragraphe précédent, montrent que G;(æ) est toujours un poly- 
nome du degré } ; remarquons ensuite que les puissances #21 
proviennent exclusivement de ,(æ), nous aurons 


a 
<; 
! 
: \ nes 
1 Ga(x) =— — (æ 
fa) es di (25 +2)! (2% nsès(®) 


tandis que les coefficients des développements d’après Les fonctions 

- d’Euler sont plus compliqués. 
Introduisons ensuite, dans (21), 27 au lieu de x, puis posons. 
æ — 0, 1l résulte la formule récursive 


s=n—1 
s id C {2 HI RATES 
(652) (a+ 5 )P La = ù AR ; 17) (ap}n-3sr!., Br 


— (— 1)[(2n +1)pTon— Toni]: 


ce qui donnera, par la méthode ordinaire, 


ST 1 
C8) n +i)pEr + D 1» 
S—=0 


= (—1)2[Ton+1(p) —(2n +1)p Toa(p)|, 


DIT + à (2p}2-2572,4 (P)Bn=s 


OS TUE 


formule qui ne dépend pas des deux fonctions partielles complé- 
mentaires Am(x) et km(æ). 
Posons, dans (22 


Ver, Tu l, Cor on 001 
nous aurons 

SA ' 
(24) (on +i)Er= D > (" ce à ok BB, + (—1)2(4n +1), 

A À à 
DT one | 
O5) (on Liz + D: (— (0e : 1) 32S+lotn-tsp,_, 
= 


= (—1)2-1(4n —1)3?7. 


‘(26) (CFA 
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2° pest un nombre impair. — Dans ce cas, GA(zx) est un poly- 


nome du degré » —1, de sorte que nous aurons ici É à 
C4 n—1 
Gras S 
\ 272541 


Le TS nt ITA); 
Gs ti (pps vnss 1(T) EN, 
S — 0) Ê 
tandis que les coefficients du développement correspondant d'après 
les fonctions de Bernoulli sont plus compliqués. 
Introduisons maintenant, dans (26), 27 au lieu de », puis 


bosons Z — 0, il résulte 
F] 


SA 


x I 27 2 2 
(27) = En = à | (ee 1)s eu ee Jette Tos+1 Tasse, 
4 \ a T . 2 


SC 


ce qui donnera, quelles que soient les fonctions partielles complé- 
mentaires, 


s—=n—1 


‘ fe UE ë 
(28) Be D ns EE ANNE Tas+! (p) Tr 1} 7 (p). 


S—=0 


Posons p — 1, nous retrouvons la formule (5) du paragraphe XV, 
qui est due à Euler. 


XXXV. — Suites régulières de troisième espèce. 


Il est très curieux, ce me semble, que les formules (1=) et (ro 

ga : à ù . LA \. «7 / 

du paragraphe XX XIE nous permettent de généraliser les résultats 
obtenus dans les deux paragraphes précédents. 


À à 7 = 2 
En effet, désignons par + _>1 un entier quelconque du reste, par 
(1) dis Ua 3) ++, y (Emi 


fe DORE Le RES PS : sas ‘ x ee 
1es posiuls entuers plus peuts que 77 et premiers à 72, et déterminons 
l’ensemble adjoint, de sorte que 


(2) 


les coefficients des deux fonctions partielles complémentaires quel- 
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conques. 


q=n 


(3) PRESENT 


Zi q! ms (n= qe 


æn-q 


q4g=9 
q=n ? 
; S æi— 4 
(4) Ne D ee 
qi mi(n—q)! 
qg=1 
satisfont à la condition 
S—=4 
M) Sy Sy > ad. 
LEE ! 


De plus, la méthode que nous venons d'appliquer dans les para- 


graphes précédents donnera ici le théorème : 


1. Soit m1 un entier quelconque, et soit f,(x) une fonction 
partielle quelconque, formée des ensembles (1) et (2), toutes les 
fonctions 


(6) Pr), (2); Er) (n=25), 


où F,(æ)est la fonction définie par la formule (16) du paru- 
graphe XXII, sont des polynomes réguliers 


Dans ce cas, nous aurons le développement 


D 

7 c — De ET 

(7) Ph(æ) Ÿ C2q)! ma Bn-25(& ); 
q=19 


ce qui donnera, en introduisant 27 au lieu de », puis posant #7 —0, 


la formule récursive trés curieuse . 


(— 1)" m 9: -1(n) 


(8) 9 Ba + (—1)"(s5n— MRSsn 1) 
q=nr—1 
217 
— ÿ y Jens, 
27/2 
q=9 


où #A(m) est le nombre défini par la formule (21) du para 
graphe XXXIT et dépendant des facteurs premiers de m, dont le 


nombre est égal à r. 
Introduisons ensuite, dans (8), au lieu des s,, les sommes cor- 
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respondantes $,, puis additionnons lés deux formules ainsi obte- 
nues, nous aurons toujours, quelles que soient Îles fonctions 
partielles complémentaires appliquées, 


(9) (—1i)m Lan—1(M) B,+(—1)2(Son — 111 S2n-1) 
q=n—1 : 6 - 
= V (— 1 ( : 1) Sog M2 21B; 5. 
pe 2q 
q=0 » 


Posons encore, dans (8), 


T1 —10; 110), Se She 9 
il résulte les deux formules 
(10) (322— 5)(221-1—:1)B, 
q=n—-1 
à 2n L = 
(24 
q=0 
(11) (322— 3)(222-1—1)B, 
g=n—1 
fon ; rte CS 
à > us 52462n-29B, , + (—1)#(67n — 5)5°2-1. 
2q 
q— 


Quant à l’application des formules (20) et (23) du para- 
graphe XXXIT, nous supposons » impair, puis nous remplaçons 
l’ensemble (2) par cet autre : 


(HE) | Bs= C1). 


Soient ensuite ,(x) et k,(æ) deux fonctions partielles complé- 
mentaires, formées des deux ensembles (1) et (12), nous posons 


q=n ; 
. (a à æi-q 
(NS) è RER) SN ES doi RE 
ne (a — q)! 
GET s" z 
". ff 
(14) k, (x) = LS eines 
Car m4 (n—q)! 
ce qui donnera 
SE 
(15) co D, (— 1) 49 04, 
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D NT = CR 
d'où particulièrement, pour y — 0, 
(16) 50 + 5 = 0. 


Cela posé, nous aurons le théorème : 
[| ; 


Il. Soit m>1 un nombre entier impair, et soit ha(æ) une 
fonction partielle quelconque formée des ensembles (1) et (12), 
toutes les fonctions 


(17) e (= Gr) Etre); 


où Gh(æx) est la fonction définie par la formule (19) du paru- 
graphe XX XII, sont des polynomes réguliers. 


Dans ce cas. nous aurons le développement 


WI 


IA 


2 2724 
(18) W,(æ) De. En_es(æ), 


d’où, en introduisant 2% +1 au lieu de x, puis posant x — 0, la 


formule récursive curieuse 


(— 1)” Pon+1 ( m ) T 
2 


(19) n+1 
q=r + 
Monm- ! à ; 
— ù (— ( ME ) 224 m?2n—2q+1 Sog Tn-s+1— ET jlortiot 4: 


de sorte que nous aurons, en vertu de (15), 
(20) (—1)" Pon+1 (m)Ty+1 


> 2n + I - ù 
— (— 1)4 ( : ) 229 m?2—2q+1 24 Pr-91 LEE 1) 22n+1 Dont 
En 7 


Dans le cas particulier, où »+ est un nombre premier, les formules 
récursives générales que nous venons de développer coïncident ävec 


celles obtenues dans le paragraphe XXXIIT. 


ms © € 


DEUXIÈME PARTIE. 


LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EULER. 


CHAPITRE VI. 
MÉTHODE DE JACQUES BERNOULLH. 


XXXVI. — Formules de Bernoulli et d’'Euler. 


Il est évident que les sommes de puissances semblables 


{ Sn(æ, p)=28+(x+i+(x+o)t+.. +<(x+p—i)t Grey 
12 So(T, P)=Pp, É 
où la dernière définition est à appliquer même pour + — 0, sont 
intimement liées aux fonctions de Bernoulli. 

En effet, l'équation aux différences finies qui figure dans la défi- 
nituon des B,(x) donnera immédiatement 


ds. Sn—1 (æ, P) 


Te (n —i)! (21); 


(69:) B,(æx + p—-1) — B,(x 


changeons ensuite le signe de +, puis appliquons l'équation fonc- 
tronnelle de Jacobi, savoir la formule (1) du paragraphe XV, nous 
aurons de même 

(ir) ts; a(— +, p) 


(2 015) B,(xr)—B;(x—p)— ne eve (00) 


Posons particulièrement 


(5 SeCp}=urpor sn, En, 
fe So(P)— P; 
Go EN LEE LEE RSS + (2p De 
(4) rl | 
Len CoNE 7, 


NIELS NIELSEN 
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nous aurons évidemment 
(5) Sn(Pp)=SsnG; p)=(—1)"sn(—p, p) (nZo), 


(6) n(p=ms (ip) (mo). 


Quant aux fonctions d'Euler, nous avons à regarder les sommes 


alternées 
Sn(T, p)=(r+p—r) (x +p—2)" 


+(r+p—3)—...+(—i)r 1, 


BE 0e 
So(T, p) — LE 


2 
où la dernière définition doit être applicable même pour x = 0. 
Cela posé, nous aurons, en vertu de l'équation aux différences 
finies qui figure dans la définition des E, (zx), 


Gn(T; P) 


n!| 


(8) E,(x + p—1)—(—1)r E,(x —1) = (n=0), 


d’où, en appliquant l’équation fonctionnelle de Jacobi, 


n | 


(9) En(z)—(—1)? Eu(x — p) = (neo) 


Posons particulièrement 
Sax(p)=pt--(p—1)"+(p—2)t—...+(—1)r-trr, 


(9 Ho EEE 


nous aurons, par conséquent, 


(11) Sn(P)= Sa(, P)= (0er Lon(— D, p) … (no), » 

tandis que les définitions 

(12) | Tn(p) =(2p—0%—(2p —3)}+ (ap —5)—.. ,+(—r)r=1u, 
©) Lt) = —— 

donnent de même 

(13) Fn(Pp) =2"0n (2. p) (nZo). 


Remarquons encore que les deux sommes Sn(x, p) et s(x,p) 
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SI 


sont liées par la relation 


wo mener f (na (eo) 
(15) On (©, 2p +1) = 2" [s(£rp +1) a (, »)|: 


et que nous aurons de plus 


(16) Sn(T, P+q)—Sn(T, p) = Sn(x +p,q), 
(17) Sn(TÆ, p+q)—(—1)7o(x, p)=5,(x+p,g) 


Soit ensuite d un nombre différent de zéro, nous aurons, de 
même, 


(8) at+(a+d}+(a+od)}t+...+.a- (p—ndv= drsn(%s p) 
(19) (a+ (p— Dana + (pa). +(iptars d'on(S p)s 


formules qui nous seront très utiles dans nos recherches suivantes. 
Posons maintenant, dans (2) et (8), x —1, il résulte immédia- 

tement 

(20) Sa(p) = n21[Bz1:1(p) — BrH(0)], 

(rm) Sn(p) =nR![Ex(p) —(—1)PE,(0)], 


ce qui donnera la formule, indiquée déjà par Jacques Bernoulli ("), 


tes 


n 
2 


LT AES - ne. : n—25+1 2 
atple ue TRE n +1 (re 25 ‘)8r (r22); 


DAS 


S1(P2) = 


Landis que l'expression correspondante obtenue pour 5,(p) dépend 
de la parité de p. On aura, en effet, 


2n | ee [)Sr on # 
(3) stp EDR ( 7 )repet (a20 
s=1 


(:) Ars conjectandi, p. 95-97, Bâle, 17135. 
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Œi / 
y 2n+1 : ot DT +: L 
(23 bis) Con+1(p) = LT 25+2 
a ; 
Nes med 
221+2 


ces deux formules sont dues à Euler (!). 
Jacobi (2) semble avoir introduit, le premier, une variable con- 
tinue au Jieu du positif entier p qui figure dans la formule géné- 


rale (22). En effet, il a regardé la fonction 


= re Bh 


DURE (2n)! 


Ostrogradsky (*), Malmsten (*), Dienger (5) ont de même 
regardé une variable continue dans notre formule numérique sus- 
dite, mais c’est Raabe (“) qui a donné la première monographie des 
fonctions de Bernoulli. 

On doit à Jacobi et à Malmsten des remarques importantes rela- 
uves à la variation de B,(æx); Ostrogradsky a FRERES les B,(x) 
comme des polynomes entiers de la ADR æx—+i1),re présentations 
qui sont les conséquences immédiates des formules (1-7) du para- 
graphe XII. 

Raabe (7) a introduit dans le second membre de (23) et (24) une 
variable continue; plus tard, Hermite ($) a résolu, d'un autre poiat 
de vue, le même problème, tandis que M. Rogel (*) a donné une 
monographie des fonctions d'Euler. 

Quant aux sommes s,(x, p) et s,(x, p), nous avons encore à 


(!) Znstitutiones calculi differentialis, p. 499. Petrograd, 1755. 
(?) Journal de Crelle,.t. 12, 1834, p. 265-263. 
( 
LA 
| 


*) Memoires de l’Académie impériale de Saint-Pétersbourg, 6° série, t. II, 
OMS DO 225000: 

(*) Journal de Crelle, t. 55, 1847, p. 60-67. 

(5) Zbid., t. 34, 1847, p. 75-100. 

($) Die Jacob Bernoullische Function. Zurich, 1847. — Journal de Crelle, 
t. 49, 1851, p. 348-367. — Mathematische Mittheilun igen, t. I-II. Zurich} 1855- 
1 858. 


(1) Mathematische Mittheilungen, t. I, x 
($) Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. 144. 
(°) Bulletin de l’Académie de Prague, 1892. 


54) hf a 


développer une suite de formules qui seront utiles dans nos 
recherches suivantes. 
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À cet effet, citons tout d’abord les deux développements 


(24) onCe + hp) = sue) + (7) saci(æt 
142 It 
+( Jean. + ( }sotæ)an, 
2 n 
(25) enCe + h, p)= oa(e) + (7) site) 


— ee On2(T)h?+,,.+ La co(æ)h?, 


conséquences immédiates de la formule binomiale. 
Posons maintenant, dans la formule (10) du paragraphe V, 


f(x) br 10) 


puis appliquons l’idenuté 


(æ + p}? 
RTE EST UT 


ABh+1(x7 +p) = an 


il résulte pour la fonction Aÿ(x), étudiée dans le paragraphe V, le 


développement 
T—=p 

(26) pe) = Dr (PT )snCe pr +0. 
Fr —0 

L'hypothèse 
f(x) = En(x) 

donnera de même 

dEn(æ + p) = (@xp} 


n! 
d’où, en vertu de la formule (5) du paragraphe VI, pour la fonc- 
ion A’ (x) regardée dans ce même paragraphe, 


r=0 


(27) ap)= (PT )ente pr +) 


r=p 


Soit maintenant, dans (28) et (29), x — 0, nous aurons les for- 


S AL ER AT EN 0 I 
HAT NE 


\ 


Est 
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mules plus spéciales 


Appliquons ensuite les formules (12) du paragraphe VI et (4) 
du paragraphe VI, il résulte les deux formules, inverses de (28) 


et (29), 


+1 
(30) sa(a p+D=Ù Fe )- bp-r (T), 
CG a 
31) enCe, p+9=Y Car (PT) apte) 


r—= 


d’où, en posant x — 0, 


r=p—1 
(32) n(P)= DE Loue A /2 
ri= 0 
r—=p—1 
(33) at)= À Cir(Pr')a 
ere 


Dans le paragraphe LVI, nous avons à généraliser beaucoup les 


deux formules (30) et (Es 


XXXVII. — Formules régulières pour les B,. 


La définition des fonctions de Bernoulli donnera immédiatement 
une foule de formules récursives pour les nombres de Bernoulli, les 
coefficients des tangentes et les nombres d'Euler, formules parmi 
lesquelles on trouvera la plupart des formules récursives connues, 
trouvées par des méthodes transcendantes et très difér rentes. 


En effet, étudions la différence 


B(x + p}= B»(æ), 
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où p désigne un positif entier, puis posons, pour abréger, 
Le, 


nm + ]I1 


CONTE RTE L2sm(æ +1, p)—(x + p}] — (x + pr, 


2 
la formule (2) du paragraphe XXX VI donnera immédiatement 


<e 


= 2 
nm ; s E 
(2 >. (— 1)s—1 (7) (x + p}r-2sB, = m ! B(x) + Ar (CT; D), 


DA | 


formule qui est essentielle dans nos recherches suivantes. 
e FD ” 
Posons, dans (2), æ—0, p —1, il résulte la formule (15) du 


paragraphe XII, savoir 


Pi ent | 
ce M: 


77 Den B= —, 


ce qui est précisément la formule que Jacques Bernoulli (1) a 


apphquée pour le calcul successif des cinq premiers des nombres B,, 
savoir 
PANE. (D B De 

Il est très curieux, mais regrettable pour l'Analyse, ce me semble, 
que la plupart des géomèêtres n’aient pas fait attention à cette 
méthode élémentaire de Bernoulli, de sorte qu'ils se sont efforcés à 
inventer des méthodes transcendantes pour trouver des formules 
récursives qui ne sont autre chose que des conséquences immédiates 
d’une formule élémentaire, connue de tout le monde. C’est pour- 
quoi nos citations concernant les formules récursives sont très 
éparses; car trouver une formule qui n’est autre chose qu’un 
cas particulier d’une formule générale bien connue ne nous semble 
pas une découverte de mérite. 

Revenons maintenant à notre formule générale (2). 


Première application. — Supposons æ — 0, puis posons, pour 


abréger, 
m 


DE (2Sm(p)—p")—pr#t, 


(4) An= Am(o, p) = 2 


(:) Ars conjectandi, p. 95-97. Bâle, 1713. 
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je dis que nous aurons les quatre formules récursives générales 


Ss=n—1 
eu \ 
s=0 « 
EME) 25+2B ( 1—1A 
Re : DA = 0) \| jalee 2B7-s USA 4 
(9) > Core 
S—0 
S=n—1 
(n) > (Es ne ni ï) DA B-s= (— 1) 1 (Aon+i — D Aon); 
2 A ELES /À . 
2n 2] \ 
Genre À Cur( 2 ) metre (e a) 


5 —10 


En effet, posons, dans (2), m—2n—<+i, respectivement 
.M—2R +2, puis prenons dans l’ordre inverse les termes qui 
figurent au premier membre, nous aurons les formules (5) et (6); 
soustrayons (5), multupliée par p, de (6), nous trouvons la for- 
mule (7). Quant à (8), posons, dans (6), 7 — 1 au lieu de 7, puis 
soustrayons le résultat ainsi obtenu de la formule (5) divisée 
par p, 1l résulte la formule (8). 

Les formules générales que nous venons d'obtenir donnent les 
cas spéciaux suivants : 


i 
I D—1I;MOUS aurons 
1 


Mt —1T I 
Am = =: > À » — A ni — m2 
ce qui donnera 
sS=n—1I 
271 
(9) > CARE) Besse om (r—+) 
Ss=0 
S—=n—1 
HAE, 
9 SET AT EE 
S=—=0 
S—=n—1 
pe 2 +I x (— i1)r-1 
S=0 
S=n—1 
(ra) NE 2n AR en 
( ( )Bn DA D Es Base > 


S—0 


di 4 n yo 
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: 

Il est évident que les formules (9) et (10) ne sont autre chose 
que la formule (3) de Bernoulli pour des valeurs impaires ou paires 
de » ; néanmoins, on attribue à Moivre (t), respectivement à Jacobi (2), 
les deux formules en question. De plus, on dit généralement que la 
formule (9) est la première formule récursive connue pour les 
nombres de Bernoulli, quoique Jacques Bernoulli ait appliqué la 
formule plus générale (3). 

La formule (11), obtenue en soustrayant les deux précédentes, 
est généralement attribuée à Stern (?). 


2° p —2; nous aurons, dans ce cas, 
An = (on — 3)2—i + mm +1, An—2Am=2%"l—(m —i), 
mn / 


ce qui donnera 


nn 4 L 
(13) > (0 Ne, = re [an sansen+s], 
MS 
S—=0 
S= nr —1 rte 
; où n + 
(14) NV TR 2 2 22%B,-s = (—1)2-1 (n — 1)22%1 + l 
pl 28 +2 D) 
S— 0 
S=n—1 : à 
ë OP RNEETE) 25 n—1 (on qe 
: li A ss = (—I > = 
(15) DA HARROIE Br (1) a 
S == 0 
s=n—1 Ê 
2n 
< 2 Ed $ 2sB me 
(16) (2n+1)B:+ > (— 1) Cat re 
SL 


L 
— (— 1)2-1 (oan-2 _ nee à : 

\ 2, 

; Ï se à ver (4). élève 
la formule (13) est souvent attribuée à G.-F. Meyer (1), élève de 

Stern. | "à 

On voit, en vertu du développement du paragraphe XX VI, que 
les suites régulières qui correspondent aux formules récursives 


(*) Miscellanea analytica complementum, p. 6. Londres, 1730. 
(2) Journal de Crelle, t. 1?, 1834, p. 625. 
(5) Ibid., t. 84, 1858, p. 267. | | 
(“) Ueber die Bernoullischen Zahlen (Thèse de doctorat). Gœttingue, 1859. 
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régulières (5) et (6) ont respectivement les éléments généraux 


(a) DT Er ut DE 
I. 

: Snilcere Do) sr TD) 

(18) a —————————————————…—— 
(n +1)! : 
Deuxième application. — Supposons, dans la formule géné- 

rate ire =) puis posons, pour abréger, 
(19) Âm=mM[2#m1(p)—(2p #1] = (Cp 17, 


le même procédé que dans la première application donnera ici 


sS=n—1 


à 2n 
(20) 2(2%=T)B, + > (= DOTE Jette (op D Ba = (Dm Aun, 
sS—=4 


S—=n—1 
2n +I (— 1-1 A; 
° — 22n—2 Te EN Eme DRE 
(21) 2 ( (ne Le Jar S(2D=—=1)SB,;S— RASE ; 
= 
S—=n—1 
RON Ca . 
(22) [(2n—1)222+92]B,—+ > (Fr, je 25(2p —1)SB,_, 


SEA À : 


ES \' ù 27 — 
(23) Eat a)BeS > Les jap, 
sS=1 


= (—:1)*[(2p — 71) Ar: — An]. 


1° p —1; nous aurons, en vertu de (10), 


Am= Mm—I1, Am— Am1=1, 
ce qui donnera 


S=nr—1 


(24) 2 (227 — 1)Bn + D (— 1) se) DAS ES — (— DUC R — 1), 


SEA 


S=nr—1 


À 2RI-TU 
(es > EUR LijareBese Crian 


S=0 
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et 
S—n —-1 
n 5 2n 
(26) [(2n —1)222+01]B,+ > (SE ja (on 
s—A 
S—=TR—A L . 
(07) 2(22%— 1)B, + > CC ares ny mn 


S=A 


Les formules (24) et (25) sont souvent attribuées respectivement 
à Ster: (!) et à G.-F. Meyer (2); quant à la formule (5), elle 
appart :nt à Euler (3). 


2° p — 2; nous aurons ICI 


An=(m—3)31+ 9m, 
Am— 3 An = 3-1 — (4m — 6), 


ce qui donnera 


SN | 
(28) 2(22%—1)B, + pa Cine )anans,. 
Ss—=1 
— (— 1)271 [(27 2e 3)322-1 + fn], 
s=n—1 
on +I . 
(29) > CS EU Nr 
s=0 


A € 
= (— 1) 1 [on — 2)320—1 + —:) ; 


s=n—-1 


an ; 
(Bo)  [(on—n+5]B+ À Ce nee, 


#1 
Es lames F1 TE Sr , 
= (—1) 3 3; 


s—=n—1 


an —1 FR ; 
(31) (22% 1)Bn+ D 1 ( a JE 2 BASS 


S=—=:1 


= (— rip AfStr 2 (8n —6)]. 


Les suites régulières qui correspondent aux deux formules 


(:) Journal de Crelle, t. 26, 18/43, p. 90. 
(2) Ueber die Bernoullischen Zahlén (Thèse de doctorat), p. 10. Gœttingue, 1859. 
@) 


Opuscula analytica, t. Il, p. 264-265. Petrograd, 1785. 


RES 
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récursives régulières (20) et (21) ont respectivement les éléments 


généraux 
( 1 < 
Bar) Sn (e+ si p) + (sn (2 + Hp) 
(2) ET er TT TE AT EL 
: X 
S7 er b) (ir sz (ere p—i) 
(33) HIS | = 


n! 
Troisième application. — Posons, dans la formule générale (2), 


T—=— —) où BAT, GR 


S—=n— 1 
TARA > - a SCD 
(04) > be DE ( 25 + : (4P Li PIE. PURE es 
“aus a+1 
—4(—1) 2 E,—(—1)r4251A» (-£ Pr) 
2 
S—n—A1 
; 27 | 
(35) > = 0 ) {p—a)s4n-2%B,.. 
S=— 0 


\ 
—=—(2%2—2)B,—(— 1)742A,, te + p): 


\ 


;] x . . 
Ho IE hypothèse p — 1 donnera les formules récursives spéciales 


S—I1— 2 
DRE TiES | s ’ s 
G6) » Cr eee = (an+ Er (4n +5, 
s—=0 \ 
S=n—1 
EVE 5 Le : 
GD À Cr) anse, enr (n—n)3 Gn+ DE, 
—=0 
É S=n—1 
227 ‘27 2n ,2 9 
(38) (222+9)(222_1)B, + D (or )eessB enr), 
SL 
S=n—i 
(39) (2274 2) (222 —1)B, + » ax (ne)en-ssn 
GE | 


= (—i1)t1({n — 3)32n—1, 


dont la première est attribuée à Worpitzky (! À 


(1) Journal de Crelle, t. 91, 1883, p. 224. 


ve 


ps C 
A4 F 
CHAP; VILI, — MÉTHODE DE JACQUES BERNOULLI. 157 
2° Soit ensuite p — 2, on trouvera de même 
S—=n—1 
@. DE ES | 

(40) N HT A2 2S 525+1 Brun, 

PE) 0 2 A1)" fn 

=) } 


= (2n +1)En—(—i)t[8n +4 +(4n—3)52%], 


S=7n—1 
(41) \ (— 1} É a jn—2s 2541 
. \ » / n+S 


= (—i)ei[(4{n—5)72+(8n+4)322] — (an +r)E,, 


S=n—-1 « 
: à ARE RONTL Sos 
(F2) (2524 9)(22%—1)B; + — I fi ) genes 525 B,, 
/ n >» ( ) Cr + n—s 
St 
= ur) (in —5)52 187], 
ST A | I 
7 \ + ; 27 s s > 
(43) (o2n + 2)(222—:1)B, + Ÿ (— 1) Cie. . 
s—=1 


= (—ipr-i[(4n— 771 +8 n-321nl)]. k 


On voit que les suites régulières qui correspondent aux deux 
formules récursives régulières (34) et (35) ont respectivement les 


_ éléments généraux 


À a—1 
SET Let 
(6440) DA Eh (ar ce si 
a a ; 
Sn(æ—-+1,p) +(—i)ts» RP RP SL) 
4 \ 4 
+ - $ È 


IL: 


B,(1x) EY B,(2x) 


,= 
(49) PE ati—1 
qe 1 2/ 


a a 
Sn (2 — = +1, pP) +(—1)" sn tn Pit) 
À \ £ k 


3 (na —:)! 
Quatrième application. — Soit, dans la formule générale (2). 
a , 
Æ = — =) où DR. 


3 


VO MARS ES Bus 
1 
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nous aurons la formule récursive: 
‘ s—=n—1 
‘ 3 | on rt ; 
(46) —(322—1)B, + (— 1}s (3p— a)?s3?n?s pr 
2 > 25 
P | 


= (— a La 327 Aon—1 (- _ ») ; 


dont la suite régulière correspondante a l’élément général 


[42 ; È n ( T Fe I ) 
/ B700 5%) s (s—5+0p) HER RE \ 3 * ÉE 
CR EE SU 


3n-1 (n —1)! 


1° Soit p — 1, nous aurons particulièrement 


S=n—1 


(48) =(8%—1)B;+ Ÿ Ca (9e) Bn-s=(—1)% 1(3n— 1), 
oi | 
3 S—=n—î1 
9 9 c 27 ‘ 2€ co \ 2 2 
Go) =G#—1nB:+ Y SAS) gen-26 ot Bn = (—1)"-1(3n—2)220-1, 
— 


2° L'hypothèse p = 2 donnera de même 


(50) CB 1)Br+ Ù Cris). 
s=1 #4 
= (—i1)1[(3n —4)42%-1<+6 n], 
3 S=n—1! 
9 27n Son E9c 
(51) SSI) Ba E > SES DATA OASE RS 
S=1 


=(—i)t[Gn—5)5% + 67.221], 
Ye F DTA 
Cinquième application. — Les hypothèses 
T=— —); où TAN A— 5) 


conduisent, en vertu de (2), à la formule récursive générale 


sS—=n—1 
{ 5< \' \s 27 < Ds FIn—2s 
(92) > CRC ea) (6p ne à D EU s 
s—=0 
(322 3)(o2n 2) 


Ba (=) (- = »), 
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à laquelle correspond la suite régulière formée des-polynomes 


K a 2 . a 
Sn-1 (= 6 +1,p) + srl à RS +1, p—i) 


(nm —:1)! 


1° Posons p — 1, il résulte les formules spéciales 


S—=n—1 
(322+3)(222+9)— 72 \ (ie 

(51) ——"— " ——  — B, - 2 G22—25B, 

(ES | > ET js ( ) .25 n-s 
S—4# 

= (—1)2-1(67n — 1), 
s=n—1 À 
x : .{2n ae 

(55) (3223) (220141) — 6]B, + N°) CHE GENE 

s=1 


2° Soit p = 2, on trouvera de même 


S=n—1 


(56) [ (322 + 3)(222—-1+ 1) — 6]B,+ ENT re) G2r—2s 75B,-s 


sd 


S=1 


ANT) ren], 


St A 


2n\ 
(57) [(322+3)(222-1+ 1) — 6]B,+ » ax (2e) mnt, 


sS=1 


= (— 1) 1[(6n —rrpri2tt+ion,b2n1], 
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Ün certain nombre des trente-deux formules récursives que nous 
venons de déduire d’un seul coup, comme des cas spéciaux de la 
: : US "? 

formule de Bernoulli, sont bien connues. Cependant, je n’ose pas 


indiquer les premiers découvreurs de ces formules connues qui 


ont été retrouvées bien des fois, généralement par des méthodes 


transcendantes. 
Citons un seul exemple de ce genre. 


Schlômilch (), dans un petit Mémoire de sa tendre jeunesse, a 
trouvé six formules récursives pour les B,, savoir les deux for- 


(:) Archiv de Grunert, t. IT, 1843, p. 9-18. 
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mules (9) et (10) de Bernoulli, dites de Moivre et de Jacobi, les 
formules (8) et (9) du paragraphe suivant et les formules (5) et (4) 
du paragraphe XL; c’est-à-dire que trois de ces formules sont cer- 
tainement bien connues. Néanmoins, l’auteur dit, relativement aux 


« 


formules susdites (!) : 


« Die bisher entwickelten Eigenschaften der Bernoullischen 


Zahlen, welche gar nicht bekannt zu sein schetnen..…. » 
A l’occasion de ce Mémoire, l’illustre Güpel (2) remarque : 


« Da man sich dem Obigen zufolge Recursionsformeln tn 
beliebiger Menge verschaffen kann, so müchte es nicht von 
grosser Erheblichkeit sein, deren neue aufzusuchen; es gelänge 
denn eine solche aufzufinden, die einen tieferen Blick in den 
Bau dieser Zahlen verstattete. » 


Or, cette réserve de Güpel doit être étendue plus loin encore. 

En effet, on sait qu'une formule récursive régulière des nombres 
de Bernoulli correspond à une suite régulière, et c'est possible 
qu’une telle suite conduira à des résultats nouveaux et importants. 
Par exemple, les suites régulières, que nous venons de citer dans ce 
paragraphe, m'ont conduit aux recherches développées dans le 
Chapitre VIT, résultats qui sont essentiels dans la théorie des 
nombres de Bernoulli ; nous le verrons dans le paragraphe LXI. R 

De plus, les coefficients mêmes d'une formule récursive des B, 
présentent, au point de vue de la théorie des nombres, un intérêt 
paruculier ; nous le verrons dans le Chapitre X VIH. 


XXXVIII. — Formules régulières pour les T,. 


Dans nos recherches sur les coefficients des tangentes, nous 
prenons pour point de départ la différence 


E» (æ +p) + 1)? E,(x), 


où p désigne un positif entier. Posons, pour abréger, 


(1) AT, P) = 2+1lo,, (x +1, p) — (2p +2)", 
(HEEOC MEL EST 
(A)MAOC 1610 Ep A0: 
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nous aurons, en vertu de la formule (8) du paragraphe XXX VI, 


- Mm+I 
GYEE 


02 RE à, Chr Et (2p +2æ)n-2HT, 


sS=1 


=A,,(x, p)+(—i)mlonm1h, (x) 


relation qui nous conduira immédiatement à une suite de formules 
récursives pour les coefficients des tangentes. 


Première application. — Posons, dans (2), x = — 


aurons, en vertu de (1), 
ns k I \ 
(3) An = An (— À p}=2zn(r)—(2p—0, 


ce qui donnera, par le même procédé que dans le paragraphe pré- 
cédent, ces quatre formules récursives : 


S—7—1] 
à = 2n Eee M 
(4) D RS à fes + ) (2p—1) ST, =(—1)1E,— (—i)2A;;, 


s—0 
S=n—î1 
2 — 1 ; 
(5) > CHI jouer, LUTTE NORE 
L=0 
SET 
2 — 1 
(6) D r(ri)er-nnr, ; 
Per t— 1) [ Aon — (2p — 1) Aon—i], 
ES Sal 
e à ND 71 es 
GE Een— 2 »(,77,)ep-n Ts 
s—0 


= (—1)P=1(2p — 1) En + (—a) [A anti (22 —1)Aun|, 


formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas 


suivants : 


1° Pp — 1; nous aurons 


Are I, An = À -1 — 0. 


NIELS NIELSEN 11 


) 

HORS Er 32 Tu —=(—1)"(2 — 321), 
) 
) 


x ’ 4 k , È 
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ce qui donnera PP 2 | 1 S 


Sr 
(8) A) x 2 Je En, 
s=0 
s=n—1 a 
(9) > (— De (EE nec, 
5 =0 
s—=n—1 à : 
(10) > Cyr ire ER 
nr 
(1) > Ca 2, ]Tes= Tin E, . 
Ss=0 > 


On voit que les ‘deux premières de ces formules ne sont autre 
chose que ja formule récursive (5) du paragraphe XHI:; la for- 
mule (8) à été observée par Scherk (! A 


29 p — 2, ce qui donnera 


App Ju 2; An — 3 A1 = 4, 


de sorte que nous aurons, dans ce cas, 


RATE, = CPE UE Rp) 


RSATe = —E,—(—rtis 


SET RE — Tosi+3E,— Ces 


(!) Aathematische Abhandlungen, p. 5. Berlin, 1825. 
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24 à Le \ 
3° p = 5; les formules (6) et (3) donnent, dans ce cas, 


S=tn— 41 
à DRE NT el 
(16) > (2 . SSHT = En —(— 1) 43201 0), 
$—0 ‘ , 
SUN | 
“1 er 1 Sie ue 
(7) Cat: Lo) Tnt Tai 5En—(— 1) 4 (30 — 2). 
: S=—0 k ee 
Deuxième application. — Supposons, dans la formule géné- 


rale (2), &æ — 0, puis posons, en vertu de (1), 
(18) Am= Am(0, p) = 2#1o4(p)—(2p}"#; 


nous aurons, pourvu que p soit un nombre impair, 


s=n—1 
j ; ; on & / 
(19) D (WE ( re )epRet Te — (1)? LAS, 
e S—0 k 
S—=N7 . 
, . 3 fan +1 SE : 
(20) 27h41 +YŸ (Se > ( Se )Cn» Tu-sn = (—1)"Aonit, 
s—=1 É E 
sS=n 
2R +I\ NET 0 
(210 "onT D { 2p PS Ts = (—1)t (© —À; 
(21) > ( ) Leparl P) ns +1 ) 2 p 2n+1 J) 
LE 
SI 


DID) : ; 
(22) 2T,+:1 +Y CT ( #e ) Gp) Tr  —{(—r)u(As, 1 2p A2), 
s=l 


formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas sui- 


vants : 
1° p—I1; nous trouvons ICI 
An = 27%, An 2 ni = 0, 
J ” 
ce qui donnera 
s=n—1 ; 
27 
(23) > ti ( DR NDS 
re: Nas LT 
s—= 0 
S=Nn 
NT DIET Où EEE Let à: 
(24) 2%; + > œix( a ) EU PEN ET 0 D Ce) 
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et 
s=n. | X 
(25) on Tan + nf) ae 0, 
Pr: : | 4 
& r SE 7L) F ; L , 
(26) 2Tau+Ÿ (os (rame 
TA | 


< + z É. 
2° p —3; les formules (21) et (22) donnent, dans ce cas, 


dE (A 


(27), Tant? (Tr) eeTn = CS (gen ven), 


LS ET 
Su ; 


S=n x 


> (28) T7 Ho (—s} js à GT (CE a). 


s=1 


Supposons maintenant que p soit un nombre pair, nous aurons 


s \ É d 


S=n—1 
ES D (22, )enmers = (An, 
Si 0 
sS=n—1 » 
(30) D (— ns ee) CPI Tr = Ce DA 
s=0 : 
S=n—1 


X 


à 


An — AS ; 
(31) 2nTr+ > Cr )epnTes (it = à,,), 


s=1 
sS=n—1 : 
: NT NON 
GES > RU (2: re Ÿ Tas=(—1)"(2p an Aontr). 


S=0 


formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas sui- 


Vants : 
1° p —2, ce qui donnera 


An =| me DRE A — {A1 = = 9H, 


er QU ME : 
Fo) # y r 
Ru. étui), 
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de sorte que nous aurons 


S—=n—1 
s ‘ on 
(33) 2 (— x, : nes EST ps (—i)r(otn=t — get), 
= 0 . 
S—n—1 . 
© fan +1 
G) > ÉTEU Ê “e :) Ada (a) (on fit), 
x 0 F £ 
S—=n—1| 
( 35) MASSE DA (— I rt) 4ST y, = (= 121 2221, 
s —1 * 
S=nr—1 
Te \ à 5 
(36) D Cyr, )etescimams. 
s—0 


Les suites régulières qui correspondent aux formules récur- 
sives (4) et (5) ont respectivement les éléments généraux 


. ma(r+ hp) + (ion (se pt) 
a  , 


(n+1)i 
I ; * I 
on(r+ 4 r) sen)" a (2 a 9 pi) 
 —  —, 


(38) n! 


tandis que les expressions correspondantes pour les formules (19), 
(29) et (20), (30) deviennent respectivement 


(39) = 
En1(7 +1, p)+(—i) one, p) 
(40) (a +1)! : 
Troisième application. — Supposons, dans la formule géné- 
rale (2), 
a 
L=— —) où D ENS) 
2 


puis posons 


(41) A0 cn (— Sp) —36p—0a"t, 
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nous aurons, pour M—2N—1, la formule récursive générale 


Ss=Nr—1 


(42) > Co }ar(Gp— ra) Te 
s—=0 
(— 1)P 54 ( 327 LT ) T 


= (— 1) l'An — = 


LE] 


dont la suite régulière correspondante a l'élément général 


ER CRE TE 
RAS TT CENRE [7 E,(æ)] 


a a 
enfer L+up)+orea(ir P —1 
D 


mn? 


QT 


Posons maintenant, dans (42), p —1, nous aurons 


s—=n—!T 
ROSES 27 —1 le 
(44) Di 1RRLE > i= mx ( à ) 32n-2$925T,_.— (— 1)2-1 3.22n—1, 
2 ù s 
$S= 
Ss=n—1 
SAT 3 on —tf DE k 
(45) 3 T + N a * ( “A ) 32-2542 T_ ,—(—1}0—1 3.422 1, 
2 ns Ç Se / 


S=n—1 
nt — 5 LR" 2F—1 
(46 ibsse X (—r) £ 32725 SSTh_s—(—1)73(227— 8271) 
2 2 
s—1 
S=nr—î1 
ROSES N 2R—1\: 
mn) PRE EE fn ps 32n—2s 1oST,, 
(47) 2 n / \ ) 25 n—s$ 
LR | 
— (— 1} FRITES — pO22- 1), 


Les remarques faites, à la fin du paragraphe précédent, relative- 
ment aux formules récursives pour les nombres de Bernoulli, sont 
valables aussi pour les formules que nous venons de développer. 
En effet, les formules récursives connues pour les coefficients des 
tangentes sont retrouvées bien des fois et généralement par des 
méthodes transcendantes, quoiqu’elles ne soient autre chose que 
des conséquences immédiates de la définition générale des fonctions 


d'Euler. 
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XXXIX. — Formules récursives pour les E,. 


Nos recherches sur les nombres d’'Euler sont fondées sur la for- 
mule (2) du paragraphe XVII, due à Raabe, savoir 


( t : Se ( a 
CE — 532 T + — 
(1) 2 Ex) = DE Lo 1e (— 1} E, 2 


m ! (as)!2s (m—o2s)! ? 


méthode qui nous donnera, d’un seul coup, toutes les formules 
récursives connues de ce genre, et beaucoup d’autres. 


Première application. — Supposons, dans (1), 4 = p, où p 
désigne un positif entier, puis posons, pour abréger, 
(2) IA, _ (2p _ 1) — a+ 1 Sn(pP JE 


où le dernier terme qui figure au second membre est à supprimer 
‘pour pi 0; le procédé ordinairz nous conduira à ces quatre for- 
mules récursives : 


s—=n—1 
(e») > (7 )Cp+mDEE = (tas, 
S=0 
sS=n—1 
Go) D Cf; )ep+pmEse Cote + (an 
s—=0 
s=n—t1{ , 
(5) >> (7, jee 
nu Le)Tn— (1) [Asa — (2p +1)A2n il, 
s=n—îi 
) D cf, Jer+nerms 
CN) 


mn) Tri 5)2{ Aon+1— (2p + 1)Aon] 


formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas sui- 


vants : 


re 9 J = 1 22 « 
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He P — 0, ce qui donnera & À F à : SES Le F4 
ee > ae: RE EE RME Re 
à Free je | 
Sn 1 | F2 PO PLU , 
D Sen(ijeenten 
SA Ÿ : + 
” sS=n—1 r 
o S'en(r nain, 
F S=—= > 
Gore > ÉptsNReere | c 
È S—0 a hi n° 


Les formules (5) et (0) sont dues respectivement à Euler (!) et à. 


Scherk (2). 


2° p—1; nous aurons, dans ce cas, 
An= 3— 9mH, AS ALES 2m, ; 
ce qui donnera : k Ë 
net : 
2n 
(11) > a En = (—iprçornti gun), 
s=—=0: : % 
S=n—1 ; | AE 
NES ; = ; 
(12) pe CL) SE Te (— rpe(get 2 an), L, 
s= l - 
S—=n—1 É 
DO Ne 
(3) > > ( 25 Jus 3T, (y pire 
S—0 1 
S=n—1 i 
à < 2n # 
(14) > A + 
S=0 J 


() Opuscula analytica, t. I, p. 269-270. Petrograd, 1785. 
(?) Mathematisché Abhandlungen, p. 5. Berlio, 1825. - 2 
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3° p — 2; les formules (5) et (6) donnent respectivement 


s=n—! 
=: NE Op à VE , À + 
(Gr) . (—1} se PSE = 5Ti+(—i)(3 — 201), 
$=A 
S—=n—1 ë 
Fe. © CÉRDN : È 
(16) > (— 1) ( Ses PSE, Taya(—r}2(922— 3) ont, 
S—=0 
Deuxième application. — Introduisons, dans la formule (1), 
T=p—>, Où p désigne un positif entier, puis posons, pou 
abréger, 
(17) e An (2p}= 925; (p), 


nous aurons, pour p 1MpAT, 


Eu 
(8) 2 Un Die CPE $=(—1)#- LAS 
S—= 
s=n—t 
(19) >» (— 1} ere (CPP AE, = (1) t Ass, 
Le. 
+ on s 
FRE Lars > Co, Joe. 
FA | 
Ant 
= (ir (ass 2p )- 
Ss—=n—î1 / 
(21) 2E, + >» Edo 022 ns = (—1)*(2pAan-1— Aon) 
SA 
ce qui donnera, pour p — 1, 
s=n—1 x 
(22) 2Eh + > (— 1) (22 225 En s—(— 1)?(2— 9220) 
S—= 1 
s=n—|1 : 
DIT FA °sE + F Et 
Se > des MÉLESOUX on 
s=—=0 
s=n—î1 
s 7 52% K (ee 12e 
Ga) @r=ne+ D (n(, 27 ,)eBs= cs, 
Si 
S—=n—1 
(25) 2 En + > xt, D')ass cyta. 


s=1 
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Soit ensuite p un nombre pair, nous aurons de même 


EN 
© k JMLN : 
(26) D: Cafe) CPE = (— 1" Aan 
th! 
S=Tn—1 
(23) De ir) (2 D} SES CSN VE 
2 = 
Ss=0 
s=n—1 
(28) (on +1)Es+ > ete) >p}E»n-s 
SE 


S=n—\1 
AIDE AIS TA Re 
(29) > CE SE (D) PES rer 2P Aont1); 
É S=0 À 
posons p — 2, les deux dernières de ces formules donnent respecti- 
vement = 
sS=n—1 
on ? (— 1) - 
(30) (2n +1)E, + > ra bre ——— (3 — 32%), 
= CE > 
S=n—1 
é ; 2 +I (—1)}2 : 
31 V (Sri RS er STE PO SE 
( ) se { ) sm L n—s S (9 3 De 
s =0 
Troistème application. — Posons ensuite, dans (1), 
a : à 
CAES DS) où CN PO De 
J 


puis posons, pour abréger, 


9 [44 
2) Am 2.6#-1 Sm—1 (: EN ») (6p no — 2a }nA1, 
3 : 


ilrésulte pour 70570 7. 


S=n—1 
FX ; 2 DIET STE PA 
(53) > (—1}S"1 ee Hé 3222 (6p +3—2a)s+iE,. 
SU 
: es PEA( 3283 
—=i(— 1)? 1 AS, — D a rh 
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d'où, en supposant p — 0, a —1, 


S—=7—1 
4 NP RTE Tel ee. 322—3 
(34) / ( + à es 321—2$ ns —= 6 Th+(—i)r, 
s == 


tandis que les hypothèses Di) = donnent 


S—=n—1| 


(35) > (= 1-1 ee #3 gn-2 5% -1E, 


24 ST 
S—l 


3272 


Q9 


er JE (= 1)2(52n—1 ie de 


Posons encore p — 1, « —1, il résulte de même 


sS=n—1 
{on —1) 
(36 NV (— 1}S—1 3 32n—25525—1 [£ 
) nd & ST ES DST x te 
s—1 \ 
é 322 


= es — T, + (== 1)2(72n—1 LENS je 
) NÉ : 


Les 


remarques faites relativement aux formules récursives pour 
les:B;ret T} sont applicables aussi pour les formules contenant 


les E,. 


XL. — D’autres formules récursives. 


La formule (1) du paragraphe X VII, due à Raabe, savoir 


1\72 Sue, T\7i—=2S 
(e+ her 2) (245) 
(1) Br + œ - > 


7 
m |! (as)! 225 (nr —125s) 
Ss—1 


donnera immédiatement une suite de formules récursives pour le 
calcul des nombres 


(2) (222 — 5)B, 


souvent désignés comme les coefficients des cosécantes, formules 
Læ, 
desquelles nous avons à indiquer les plus simples. 


1° Posons + =0, m—2Nn+I, Mm—2R, nous aurons respecti- 
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vement ; à ÉD ; R ET | CE 2 
s=n—1 } £ : L ae Dar | À = > 20 EN 

an +1\ TIRE ROOMS RENTE 

(5) D rfi) ca) ( ee SR a 
: S==0 . 2 * n AZ A e 
 s=n—i at 4 

GO sGmnB,+ À (C1 Eye . 5) Bee (tt 6 LR 
É s=—1 S | SA ne EX 
: $C) 

2 


la formule (3) est due à Euler (* je Posons, dans (3), n—1 aulieu 4 
de n, puis additionnons à (4 ) le résultat ainsi obienu, il résulte la: 21 


FRA récursive homogène | DR + 

net > < KR 
 fan—i + 

G) oou-nb+ Ÿ 1 ( se ) Cat NEED | 
A LS NE à 
, 1 
2° Soit x — 1, l'identité ee i 
j » _ LE 
: 3 
Bet = Brto)e à X VER 
(m1 RE 
cos 
donnera, par le même procédé, ces trois autres formules 
s=n—1 œ. à É 4e 
DE EN ESS A 
(6) > RUES 325+1(a2n—25 2 )B, #4 
s=0 = É 
= (— 1)*[(2n +1) >2n+1 ES 32n+1|, È 
sS=n—1 d > 
(7 2r—)Bat À Cnr(9r) sucres 2). “5 
ea | 3 
= (— 1) [ (22241 n — 324), . 
S=n—1 : & 
a qu. RSR IN LEE 
CE) 2(2 1)Bn + > (— 1 ( Fe ECS 2)Be 6 
s=1 é 
= (— 1)#=1 (2 = 3) 22n-1, L , 
3 
(') Opuscula analytica, 1: IL, p. 264-265. Petrograd, 1585. | 
5 
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“ L A 
3° Supposons + — 5 Nous aurons de même 


sS=n—i1 
| an ee ct ; 
(9 ) D (— (LE e) (22n—2s —2)2%B,-.—(— 1)2 (222 — 4 n), 
s=1 
S=n—1 
2R+I 
2) »à St s a (22725 — 2) 925B, = (—1)2(on+1— 0°), 
s—=0 : Ë 
S—=n—1 
! 2n ONE ù 
(11) (2n+1)(222— 5)B, + > x (,27,)e 25—_9)22B,_. 
+ | 
= (—1)t-1(2n — 1), 
S=7—1 3 
wi 27 —]I x 
(12) D (— 1)571 ( Le ) (2-25 2 )9%B, += (—i)r(4n — 4). 
UE S=Ii 4 
À l 
4° Les hypothèses x — — 3 M—2n donnent 
+ s—=n—t 
on 
(13) (32r — 3)227-1B, — 2 (— 1)s Eu (222—2s —_») DER RP (— 1)2. 
, ne 0 
Re £ I : ; : 
5° Soit æ——-, il résulte, respectivement, pour m—2n, 
4 
= SNL, 
(1) (22%—1)(222—2)B, 
s=n—1 À 
as on : pes 
SE > + D ( e ) (221—25 — 9) 92n—2: Br (— L}e 1, 
S 
s=n—1 
2n+I 
5 H ñ D —(—1}2 =) 212$ __ y» ) 9272—2$ B Fes 
(15) (on +1)Er=( JE > dE AIRE ) n 
s—10 
2 £ > l 
6° En dernier lieu, posons x — — gr —2N, nous aurons 
32n—3)(2»22—2)B, 
(16) pJ?u+l 
Se 312 : 
\ 27-28 
+ D (— 1} a ( (atn=2s—9)B,; = (1) 1. 
Li 2$ 2 
SD 


Remarquons en passant que l'on peut déduire plusieurs des for- 
mules précédentes et quelques autres du même genre à l’aide des 


o : 
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formules (6) et (5) du paragraphe XIX, savoir 


= 
Œ'r = r); Bree) 
FRE > (s +1)! x 
Ss= 0 
S=n L ( ) 
AE os (— 1s Ln—s\æÆ 
A AE) AN à É 
OL pe s! 


#1 


A cet effet; posons — x — 1 au lieu de 7, nous aurons sans peine 


CT 
ACTE 
(HR) DIS Be) 
(12) n\o La (25 0% 


(D rer Et #, By-ss(x) 


18 » 
(18) (RES 25 +2)! 
_ 
2 
br ED rr < | D 5 à) 
(19) (TH + NE TD A C 
‘ nl) nd SD 
SN 
<u 
ES CRAN TRS ENS Es (Tr) 
LE == * 
(na +) amd (2Ss +1)! 
s —®8 


ce qui nous conduira aux formules susdites, si nous introduisons 
des valeurs particulières de +. Cependant, nous ne nous arrêtons 
pas ici à ces formules. 


XLI. 


Revenons maintenant à la formule (25) du paragraphe XXX VII, 
due à Euler, savoir 


S=n—1 
LS fan +1 
(1) N = 19e Jo 2 =(— ji np. 
) ( ) Ce Er) R=S ) 2 
$—=10 


formule que Kummer (1) à appliquée dans ses recherches sur le 
dernier théorème de Fermat, tandis que Grunert (2?) l’a démontrée 
par la conclusion de x à » +1, en prenant pour point de départ la 
RE LE Or SN ns ing 0 


') Journal de Crelle, t. 10, 1850, p. r2r-192. 
) Mathematische Abhandlungen, p. 55-60. Altona, 182. 


( 
(es 


“ 
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formule (3) du paragraphe XX XVII, savoir la formule de Jacques 
Bernoulli. 

H est très curieux, ce me semble, que lillustre Güpel (!) attribue à 
Grunert la formule eulérienne susdite. 

M. Mandl (?) fait une comparaison intéressante entre la formule (1) 
et la formule (10) du paragraphe XXX VIL. 


En effet, écrivons les formules en question sous la forme 


S=n—1 
(—1)SB,-. (—1 nn 
co > ! — PNR RE 
Amd (25+2)!(2n —02s)! (2n +0)! 
£—=0 
sS=n—1 
(3) SE En LEE NES mec 
él (25 r)l{on os) (on Hit ; 


S= 


puis étudions les deux équations algébriques 


PAUL ænmi—i1 æ'i—2 (== re tr (— 1)/2 
CS = 0, 

Di 4! 6! (2m )! (mr) 

æ'n æ'ui—1 æm—? (= ya —L EX à 2 
5 + = seit Tr 4 — 0) 
te sl gi ui (om —1)! (2-1)! 


Soient s, et s, les sommes des 7i°"% puissances 'des racines de ces 
deux équations, 1l résulte, en vertu des formules de Newton, 


(6) Sn Sn—1  Sn—2 ; nes: ; sn) Er 
Ne PET te " SA” ER : T pet , 
DE 4! 6! Mont (an +)! 

ee in 

7) D LA Din D D (an en) 


où il faut supposer 7 © m. 


Cela posé, il résulte, en vertu de (2) et (5), 
RRCR. 
(3) STE — En)’ 
; )2n—1 B, 
“A AU 


de sorte que nous aurons toujours, pour 7? <m, la formule curieuse 
(10) Sy gai GE 


dont la démonstration directe me semble un peu difficile. 


(:) Archi de Grunert, t. 3, 1843, p. 60. 
: ARS 
(2) Wiener Sitsuñgsberichte, L. 94, 1, 1857, p. 917-999: 


MR 
au = . : 


ul «7 


L2 
Ë 176 4 
ES 4 
FuS _XLII. — Sur le calcul des nombres B,, T,, Ex. ? 
Be “4 
s Quant au calcul des nombres de Bernoulli, nous avons déjà EX 
PS remarqué que Jacques Bernoulli () a déterminé, à l’aide de la for- 
: _ mule(3) du paragraphe XX X VIT, les cinq premiers de ces nombres. . 
£ 
Euler (?), par un procédé analogue, a donné les résultats plus 
PRES SÉNÉTAUX : | 
| DE = Le : 
3 6 \ 
RIRES É 
ds L B» = — 
PTURR ) 3 30° : 
: I 1 
RE L 
tte 
. 
I | 
, B = — | 
“+ 30 | 
5 
B; — 66 » à É 
Be —= so ; - À 
Le 3 2730 ; 
D er 
% s 6 
361- 
| Bye 3617, 
210 
RES 43 867 
: LT 208 
174 611 
B\5—= < 
5 33o 
854 513 
BI 
: + ETES 
p..— 236 364 og1 è : 
RE 2-30 D 
A 8 553 103 
13 & 
pue 23 749 461 029 
1% 850 
; B.. 8 615 841 276 005 
Ÿ E 14 322 


ams &) indi 
Adams (?) indique qu'Euler, dans les Acta Petr opolitana, 1581 
Pi 
aurait en outre calculé les deux nombres suivants B,, et B;;, ce qui 
? 


ES EE Re fe 
(') 4rs conjectandi, p. 95-97. Bäle, 1713. - 
(*) Znstilutiones calculi differentialis, p. 420-427. Petrograd, 1555. 
L 
(*) The Scientific Papers of John Couch rte LED Canbatiees 1896 
, Lz 
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semble être faux. En effet, la publication susdite ne contient qu'un 
seul Mémoire dans lequel les nombres de Bernoulli jouent un rôle, 
savoir un Mémoire d'Euler (') concernant la valeur du nombre C, 
devenu célèbre sous le nom de la constante d'Euler. 

Dans les deux premières pages de ce Mémoire, Euler indique pré- 
cisément les quinze premiers nombres de Bernoulli, calculés par 
lui, et, dans sa calculation de la valeur de €, il applique seulement 
les six ou sept premiers de ces nombres. 

Rothe (?) a d'abord calculé les trois nombres B,,, B;;, B,4, 
puis (#) les vingt-cinq premiers des B, et enfin trente et un (‘) de 
ces nombres. 

En appliquant la formule (9) du paragraphe XXX VIT, Adams (5) 
a poussé le calcul des nombres de Bernoulli jusqu’à B62. 

Enfin, M. Serebrennikoff (6) est allé beaucoup plus loin encore, 
en calculant les B, jusqu'à B,,; cependant je ne connais ni sa 
méthode n1 ses résultats nouveaux. 

Quant aux coefficients des tangentes, Saalschütz (7) indique, 
sans commentaire, les résultats suivants : 


IEEE 
He D: 
T0 
TT 


Ts = 7956, 
T; —= 35379°, 
Me 02368966, 
\ 1281008079 102; 
Ty, = 209865342976, 
To = 29088885112832, 
T,, = 4951498053124096, 
Ti, = 1015423886506852359, 
T3 = 246921480190207983616, 
T,,= 3025160160394395988787?, 
Ti5= 23119184187809597841473536. 
D  —— — — 
(:) Acta Academiæ Petropolitinæ, t. 5, Pars LE 1781; p- 49-75. 
(2) HiNDENBURG, Sammlung combinatorisch-analytischer Abhandlungen, t. A, 
p. 335-337. Leipzig, 1800. | è 
(:) Allgemeine Litteraturseitung zu Halle, n° 63, mars 1817. > 
(4) Journal de Crelle, t. 20, 1840, p. 11-12. (Note publiée par Martin Ohm.) 
(5) Zbid., t. 85, 1838, p. 269-272. (Les calculs sont publiés dans The Scientific 
Papers of John Couch Adams, t. I, p. 425-457. Cambridge, 1806.) ; 4 
(5) Mémoires de l'Académie de Saint-Pétersbourg;, 8° série, L. 16, 1905. 
(®) Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen, p. 23. Berlin, 1893. 
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Euler (1) a tadele neuf premiers des RE Re cependant | 
sa valeur de E, est fausse, comme l’ont remarqué Scherk (?) et. 
Rothe (3); Scherk_ a pose le calcul 2 loin et indiqué les Dr 


hp 


résultats : Aa es RSA 
EU À P 
Fe PPÉTS L'EST 
ÉrE Gr À Rs Er SIES Dre 
UE 138, , D Ve EN RUES 
se En Ex — 5051, SR 
= 2502565, , è 4 ee : RG 
E; — 1993609811, ù 1 a | 
Et =rgior513140 NRC | es: EN 
Eo — 240480675441, d | 3 
Ei0 = 370371188237525, et Me 
E11 = 69318874393137901, { TEA 
Es 15514534163557086905, > A4 
Es — 4087072509293 1238092367, $; à 
Es 1252250641403620865468285. À * ; 
(1) Jnstitutiones calculi differentialis, p. 542 (Petrograd, 1355); Opuscula 
mu analytica, p. 270 (Petrograd, 1785). \ : 
MA (°) Mathematische Abhandlungen, p. 7 . Berlin, 1825. u 
“à 4 es ) Journal de Crelle, t. 20, 1840, p. 11-12. 
+ . à 
A L 2 


CHAPITRE IX. 


FORMULES INCOMPLÈTES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 


XLIII. — Développement d’un polynome entier. 


Les formules récursives que nous venons de développer pour le 
calcul successif des B,, T,, E, sont complètes, abstraction faite 
d’une seule, savoir la formule (31) du paragraphe XX VII, parce 
qu'elles contiennent tous les nombres du même genre aux indices 
inférieurs. 

Déjà, en 1825, Andreas von Ettingshausen a découvert une for- 
mule récursive incomplète qui ne contient que les nombres 


> f 
B», Bh1, B;, EN TT 


P) 


où p— = D 2 selon que n est supposé pair ou impair. C’est 
2 4 

pourquoi nous désignons comme formules récursives incomplètes 

de première espèce des formules récursives qui ne contiennent pas 

les premiers des nombres de Bernoulli, des coefficients des tangentes 

et des nombres d’Euler. 

Quoique les deux formules générales (9) et (10) du paragraphe 
XX VIT soient, pour g = 0, respectivement q  n, des formules in- 
complètes de première espèce, il nous semble plus avantageux 
d'étudier le polynome entier 


(1) f(æ)=(2+a)t(x +i— a), 


où æ et a sont des variables complexes quelconques, tandis que x 
et p sont des entiers non négatifs. En effet, nous trouvons de cette 
manière, d’un seul coup, des géuéralisations très étendues des for- 
mules connues de ce genre, et beaucoup d’autres. 

Appliquons l'identité évidente 


f(a)= (ea)ef(x + a) r— 22) 17, 
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il résulte, en vertu de la formule binomiale, 


S=pP 


pie = À (P) rare rer 


s—0 
et cette autre identité 
f(æ—1) =(æ —-a)P[(z—2)—(1—2%)}" 


donnera de même 
fa-n=Yir(?) (1—2a)(æ—a)r+r ss, 


Cela posé, les expressions ainsi obtenues pour f(x) + f(æ — 1) 
donnent immédiatement ces deux développements 


S—=p 
CM Ka,p(e)+ D (2 (n+Æ p=s)lG—=02e2)B;2,- (270) 


s —=0 
S—=It 5 | 
Ye )eep-ota a Br+p-541(7 — 4), 
S—0 
S=p 
CSA > IC ps) (95%: )E 7e, rec) 
s—0 
s=n 
à n nf Ve à 
+Ÿ (—1)s é ) GR p—s)t(t=2ÿŸ En, @œ—<), 
s=0 s 


où le terme K,,,(%) qui figure au second membre de (2) est imdé- 
pendant de la variable +. 


Quant à la détermination de la valeur de K», (4), cherchons les 
dérivées des deux membres de (2), 1l résulte 


S=hp 


© flo Y(P)(n+p—st (a) Bren-c(e +2) 


S 


erL » 
À a (n+p—s)! (1 2a) BAT +5), 


tandis que nous aurons, en vertu de (2), 


(5) SR) ER ane er a)P+ p(æ+a)t(x +1 »#)r-1, 
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Développons ensuite, en vertu de (1), les deux fonctions qui 
figurent au second membre de (5), nous trouvons précisément tous 


les termes qui figurent au second membre de (4), ce qui donnera 
évidemment 
A Kn1,pCa)+p Kr;,-1(2) = 0, 


ou, ce qui est la même chose, 


re DEL 
K,p(2) — nat); 


c’est-à-dire que nous aurons généralement 


(—1)8n!p! 


(6) Ka,p(at) = (n+p)! 


n+p,0 ( œ). 


Appliquons maintenant l'identité évidente 


S= M 
(æ+a)" (T + a —71)"1 (æ + a)" \ (— 1) (1— 24)(x — a)nes 
= ————© —  —————————— — = ? 
m! m ! pr! md s!'(m—s)! 
= 0 - 
nous aurons l'identité . 
S=m+l 
RE FLAN Mme ELA 
(7) DT — Br = D) , si D ya —5+ 1 \ 4 2} 
S—0 


car les deux membres de cette formule sont des éléments de deux 
suites harmoniques. 

Multiplions ensuite par m1! les deux membres de (7), ilest évi- 
dent que la formule ainsi obtenue peut être déduite de (2) en y 
posant p—0, nn — 1, de sorte que nous aurons 


(Cr) (GTA El 


Ko(zx)= ) 


EE | 


* É ? ‘€ BEC] va ap » 
ce qui donnera, en vertu de (0), l'expression générale 


| p! 
(—%)27h pi de 24 )+rH1, 


(8) RTE EE Dei} 


/ 


Soit ensuite g<<n+p un positif entier, on aura, en vertu 


LL 
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de (3), 
(9)  Dél(æ+e)(r+i—a)r] 

S—=pP = 

= (P}+p—stte Enr g sav) 
s 
s=0 
s=n 


TS K _— t( = SE, 1 —S æ—1), 
+Y 1) HIT S)AAUE 2%) + q=s( / 


SD 


où il faut supprimer les termes contenant les fonctions d'Euler à 
indice négatif. Il est évident du reste que-la formule (3) est un cas 
particulier de (9), correspondant à l'hypothèse g — 0. 

La formule (2) donnera de même 


Go) DEti[(æ—a}(x+1—2)] 


S=p - 
= D (2) (n+p—s)!(1— 2) Brip-g=5(æ + a) 
3 S=0 
-Yex() (n+p—s)!(1—2a) Brrp-g-5(x — 4), 


où il faut supprimer les termes qui correspondent à des fonctions 
de Bernoulli à indice négatif. ‘ 

Dans ce cas 1l est évident que la formule (2) n’est pas un cas par- 
uculier de (10); c’est-à-dire qu'il faut étudier séparément la for- 
mule (2) et l’ensemble des formules (ro). 


XLIV. — Généralisations des formules de von Ettingshausen. 


Supposons dans la formule générale (10) du paragraphe précé- | 
dent, 4 = 0, remplaçons q par g — 1, où | 


< 
1£q£R—1, 


puis posons pour abréger 


(1) n+p=r+g, 
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, x 
Il hypothèse æ = 0 donnera 


LE HET 
7 P | 
(2) > (,2,)G+g—st8,.(0) 
S =0 
S—=71—1 
: rt ; 
+ > D, À, )6r +951 (0) = 0. 
SN 


Soit maintenant run nombre pair, savoir ; — 2m, nous aurons, 
en divisant par (g — 1)! les deux membres de Pas 


Pet 
: ee 
9 ! : DUO ROIS STONES 
3 DITES Ex ; 
( ) ES ( far. get By. 
S="9 
cn—1 
ET 
n 2m — 95 —1 
De Ÿ (SL ESS es ; bre 0: 
- DMEIONE To ; 


On voit que l'hypothèse g = 1, d’où, en vertu de (1), 
MEDP=EONMIEET 


donnera la formule la plus élégante de ce genre, savoir 


formule que Stern (!) a trouvée par la méthode transcendante or- 
dinaire. 

Quant à la formule (4), elle se présente sous la forme la plus 
élégante, si nous posons p—n+1, ce qui donnera m—n; la 


formule ainsi obtenue 


Eu. cn—1i 
2 En à 
: £ n +1) ; 4 N° Re n rss Li 
(5) Dre Pc 20! = PL ( 1) mn n=s = 0 (BE) 
S= 0 0 


est trouvée par von Ettingshausen (?), à l'aide du calcul aux diilé- 


(!) Beiträgezur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zallen, p.5-16; 


Mémoires de la Societé de Goettingue, 1878. 
(2) Vorlesungen über die hôhere Mathemati*, t. {, p. 284-285. Vienne, 182. 
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rences finies, et représente la première formule incomplète connue, 
que je sache. Par une faute d'impression, von Ettingshausen a sup- 
primé Le signe alterné dans sa formule, de sorte qu'il indique qu'une 
somme de nombres positifs est égale à zéro. 

Cette belle découverte de von Ettingshausen semble être parfai- 
temént oubliée, de sorte que l’on prête à von Seidel et à Stern 
l'honneur d’avoir découvert la première formule incomplète de ce 
genre, un demi-siècle après la publication du livre de von Etuüngs- 
hausen. Güpel (!), dans sa petite note relative à une publicauon 
de Schlôümilch, mentionne le livre de von Ettingshausen, sans 
citation de la formule remarquable dont il s’agit. 

Supposons, dans (5), n —2#k, respectivement #7 —=2k<+1, la 
formule de von Ettingshausen content les ensembles de nombres 


de Bernoulli 


Box. BE EC LD 
B:751,  B>r, A STE 


Soit ensuite, dans (3), 9 —=2, cé qui donnera, en vertu de (1), 


OST RTE D) 


il résulte : 
ms. 
He 
\ \ fie dI P kr EF 1 
(6) Dai ) St (2 m 2S +1)Bme 
S=—= 0 
<n-71l 
S , n : 
—S > (— 1} fe % 9 (2m — 25+1)B,;- = 0; 
sS—=0 


remplaçons, dans cette formule, x et p par » + 7, ce qui donnera 


mr, nous aurons la formule la plus simple de ce genre 


<n 
=à 
\ [AR HI 
(5 res (an —2s+1)B,; ,=0 (es) 
S—0 


formule que von Seidel (2?) a trouvée à l'aide du calcul aux diffé- 
rences finies. 


————————————_—_——— 


1) Archiv de Grunert,t. 3, 1845, p. 654 
*) Sitsungsberichte der Münchener Akademie, 19795 Pe104-165 
; : 


( 
( 
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On voit que la formule (3) contient précisément les mêmes nom- 


bres de Bernoulli que celle de von Etungshausen. 
Revenons maintenant à la formule générale (2), puis supposons 


impair le nombre 7, savoir r — 2 mn + 1, 1l résulte 


cp 
8 NP ( P 2Mm+q—25—1\, 
( ) LA | 1) SEE ( ET B,-s 
S—=0 
Ne? 
DOG DS EN 
7 )Bue 


Soit particulièrement g — 1, ce qui donnera, en vertu de (1)* 


DS IOErDE EC" 


nous aurons la formule de Stern (!) 


— < 

= 2 == 2 

NS NES et Ad pee molle 
(9) 4 { 1) Dire ) NL Se 4 ( 1) os 0 Byr—s 


on voit que la formule la plus simple de ce genre correspond à 
p=n+2, ce qui donnera m = n. 
2, ce qui donnera, en vertu de (1), 


Posons encore, dans (8), g = 2, 
n + p = 2m + 3, 


nous aurons la formule 


\ ” 
) (2m—9s—1))By-s 


2 
3 &| + P 
(10) > (2, 
s—=0 
N° (= ox ( 4 ) (2 DES EN") ns 
pe) DEEE 


dont le cas le plus simple correspond à p = ñn +1, Savoir mn —1, 


ce qui conduira de nouveau à la formule (5) de von Seidel. 
Quant à la formule sénérale (9) du paragra phe précédent, nous 


(1) Beiträge, p. 7-16; Memoires de la Socivté de Goettingue, 1878. 
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posons 4 — 0; supposons ensuite 


DE 


l'hypothèse æ —0o donnera, en vertu de la définition (1) du nom- 


bre 7, 
$S=p 
(Gn) > (P)er+ gs) E,._.(o) 


S=—10: 


+Ÿ x (®) (r+g—s)lE;(o)=0. 


$ — ÿ 
{ 


Soit maintenant r un nombre impair, savoir 7 = 27 +1, nous 
aurons, en divisant par g! les deux nombres de (11), 


<e 
| \N PC DÉS ASE 
(12) 2 1) de : }? Tes 
— 
NE CE MT CES NE EE 
PA sn Ye q ) DST, SE —0; 


le cas particulier qui correspond à 4 — 0, savoir 
R+Pp—=IMm+I, 
appartient à Stern (!). Posons encore p = »r + 1, ce qui donnera 


mn, nous trouvons la formule la plus simple de ce genre. 
Posons encore, dans (12), g —1, savoir 


REp—=2MmM +2, 


nous aurons la formule la plus simple de ce genre en supposant 


P—=A2, ce qui donnera m — n — 1. De cette manière nous trouvons 
la formule de von Seidel (à) 


DA ’ Nr . 
(13) Jet RES) 0 (rep) 


S—=0: = _ 


(1) Beiträge, p. 7-16; Mémoires de la Société de Goettingue, 1878. 
(°) Sitzsungsberichte der Münchener Akademie, 18 De Une 


site hcssdihènts 


. 


Fr L : 
li hiidtnttsétuds is sde) din 


3 
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/ 


Ou, ce qui est évidemment la même chose, 


- <n 
S 
à n 
(14 TS D2n—2$ = ; 
1) Det) te DB = 0 nt) 
S=-0 
Soit ensuite, dans (11), 7 un nombre pair, Savoir 7 = 2m, nous 
aurons 
GP 
— 
Ë L ) 2M + q—25$—1I\ 
(15) Ÿ (à à ) Ts 
2 k DS EUX q / 
S—= 0 
- n—1 
=HACE 
NT nm \ fom+q—2s—1 
=. » me are DM ES: 
si DST q ï 
s=0 


la formule obtenue de (15), en y supposant 9 — 0, est due à Stern('). 
Posons p = n + 2, ce qui donnera m — n + 1, nous trouvons la 
formule la plus simple de ce genre. 

Posons encore, dans (15), g—=1, p=nkHi, ce qui donnera 
m=— A, nous retrouvons la formule (13) de von Seidel. 

Les formules générales que nous venons de développer donnent 
quelques formules spéciales qui nous seront très utiles dans nos 
recherches suivantes. 

En effet, posons dans (4) et (9), A—=2, p— 2m —1, respec- 
tivement p — 2m, il résulte les formules récursives homogènes 


SN — A 


x 2m — 1 RER \ Panier) Es 
(16) fl : ) + >| Bn + EX 1) Re MO 


/ 
Li | 


s—=Im —1 


2) : N L 2m : 
= —= S “ ae) 
(17) [( E ) is ( 1) Fe 7  n—s ; 
S=.1 


om +1, la formule 


tandis que (2) donnera, pour 4 1, 1, p 


non homogène 


SIA 
2 mn Q : 21m Le (SE 
4 L( I IL > y) TRE 
s=1 


(:) Beiträge, p. 7:16. 


ER EU 
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Quant aux formules (12) et(15),les hypothèses n = 2, p—2m—1 
respectivement p — 2m donnent 


s—=m—1 
\ 
: . D 2 NL —1\ s 
(19). (am—3}T,+ Ÿ 1ÿ( £ RME ee 
ù 25 + 
S— 41 
2m 
(20) »mTu— |{ }—1} cms 
: 2 
S—1/n—1 
à 2m = 
ÉD C1 \om—oes) Ty = 0. 
DS 
* 4 
== 


Ces cinq formules sont dues à Stern (!). 


XLV. — Formules de Saalschütz. 


Quant à la formule générale (2) du paragraphe XEHT, que nous 
avons à étudicr séparément, posons 4 —0o; dans ce cas la fonction 
B;p11(x) disparaîtra, de sorte que nous aurons, après une légère 
modification, le développement suivant : 


SR 
x (—1}# à! pl! S 
(NT TEE TP = PRE EN P (n+p—s—1)!B,;;-;(x), 
É À (an + p+t)! di \s- oi 


S=p—tI 


: Pt © 
3 D à Fe J(r+p—s—1)! Ba+p-<(r), 


/ 


ce qui nous conduira immédiatement aux formules incomplètes 


que Saalschütz (?) a trouvées à l’aide de la formule sommatoire 


d'Euler. 
Supposons tout d’abord que x? + p soit un nombre pair, savoir 


(022) RD = 


COLONEL, pv: 
(?) Zeitschrift für Mathematik und Physik, t 37, 1892, p. 


SN à d . 7 
974-97S; Vorle- 
sungen über die Bernoullischen Zahlen, p. 185-189. Berlin, 1803. 


Le ordi ‘ LA 
ES SA à - 
NE ne 5 
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puis posons + — 0, il résulte la formule incomplète 
< 
< PEL 
s (— j}+n ln! ve: 
(3) 1) 7 TOR ss N ns P ) Be 
(Corne em) D OR NO SE To 
S=N 
LEA 
eo n Bree 
RD 1 ( rer 
nd ISERE D)S 
S=—0 


soit particulièrement p = 7, ce qui donnera 7»? = À», nous aurons la 
formule la plus élégante de ce genre, savoir 


( 4) EN (= ñ ) Br Re n\n! 
A ‘ 


(27 ET 


Soit za —2k, respectivement n—2k+1, on verra que la 


formule (4) contient respectivement les ensembles suivants de 
nombres de Bernoulli : 


"4 Bx+1, 
Pt 
c’est-à-dire que la formule de Saalschütz contient, dans ie premier 


cas, un nombre de moins que celle de von Ettingshausen. 


: I : : À 
Posons ensuite, dans (1), x — 5» Puis ajoutons à la formule (3) 


l'équation ainsi obtenue, nous aurons, en multipliant par 2 


4kIm— 1 
? 
RE 
STI 
} 2 1 \s P LS 
(5) (— q)/5#"1 221 — . (— 1} RATES DE Le 
S'— 0 | 
P n—1 
F 2 
n . 
SU D an 1) ( SE ) DST ns, 
2 D TE 
S—=0 
ce qui donnera particulièrement, pour p—=m— A, 
< n—1 
RC 
n 
(6) DEP = V (— 1} DEL 
sd 2$ HI 


S=0 
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Supposons maintenant que It ce soit un nombre impair, savoir 


(a) : R+p=2Mm+I, 


D Len- 
\ 
—j)#+tnlpl! à LE RN DER 
(8) ES LE LA ca à (— 1) LA RE UE 
(2m +)! = 25+2/2m—2s 
s =0 
re 
= 2 
: n B-s 
_ ù En) ) 
25 +2) 2m —0s 
<—=0 


d’où 1l résulte, pour p = #7 +1, la formule (4). 


Posons encore, dans (1), æ —— -, la méthode ordinaire donnera 


I 
2 


<P—? 
LT 
(9) (— 1} 22-212 — N (— 1} P ) IST : 
, pe X AO 
1) 
St 
. ñ 
° D ar ( } Ta 
LS Fra 
S— 0 


d’où il résulte, pour p = n + 1, savoir m = n, la formule (6). 


XLVI. 


Euler. 


Soit, dans les formules générales (9) et (10) du paragr aphe X LIT, 
1e PR : É : 4 : 
æ = — —, il est évident que l’on obtient des formules moins simples 
- 


que dans le cas + — 0; car Les dérivées qui figurent aux premiers 
membres des formules susdites sont assez compliquées peur d’ autres 
valeurs de x. 


Quant aux nombres d'Euler, nous avons par conséquent à prendre 


pour point de départ les formules (2)et (3) du paragraphe XLIIT. 


Posons, dans la seconde de ces deux formules, 4—0, nous au- 


PPT CNT TONI 


+ 
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rons 


$—=p 


(1) æN(& +1)? — Dee Das NN.) 


n 
ÿ de [a ni \ 
ire ) (RO SE RS Cr) 


Supposons CRSUILEMTI > PUIS posons 2 +p—2m et 


I 
D 


D =D — 271 —-1,nous aurons respectivement 


2e £,n 
— ES 
er " D Q n \ 
TUE RD — Ÿ [2 2 : 54 ni 
(2) ( 1) D — Y (-—1)s FE ) DEN, et à (=-1) ( = 232$ Bss 
s—0Q ‘ ) F 
< et = rod 
ro . é ke 5 Or ñ 
(3) (—1)+n =. N (—1)}S 2 Dre Ÿ (—1)S 228 ITS 
sd PSI ms DST 
, S— 0 s=—=0 - 


On voit que les hypothèses p—n,p—n+1, ce qui donnera 
m = n, conduiront toutes deux à la formule élégante 


@t) 1= (— x Jan. 
2S 
S —0 


Etudions maintenant la formule (2) du paragraphe XEIT, Phy- 
pothèse « — o donnera 


Cohmrr(r er)? 
S=p—1 


—1)#n!pl . 
F ÊrE ee FE ù3 (,2,)G+p—s—ntBus() 
7 P L N | 
== 
S—=717—1 
: n 

“= D CE ST (ne p=s nb; tr); 

S—= 0); 
9 
. T , 53 U 
Poson ensuite — =, puis, nous Aurons, en sous- 
A 


trayant les deux équations ainsi obtenues, selon que 


NE p= 2m EI 
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n+p=2mMm +02, 


Enr pp 32) 


6 
(6) : 
AE PAS | 
= = 
TRE 
os > cn ( : ) 2 Es + > y il 24 Em, 
s=—0 CE ; 
(= 1)/2+2(3P — 37) 
(7) 8 
Pis AUTRE 
ee n s 
- Y (= 1} ( Ê HE LT ES y ( Es 
os +2 \2S +2 
s—=0 s—0 


Soit ensuite p = nr +1, respectivement p — 7» + 2, nous aurons 
les formules les plus simples de ce genre, savoir 


<n AE 
= = 2 
l n+i n 

(8). 32— on) a DENT > SD ,)2E 

S—=0 DR 

<?A ENS 2 

=> = € 

105542 Q! mn 

( => — 1) DRE — 1} } SE, 
(9) ( Er É >: Eos TES OS 

s —0 s =0 


Ces deux formules particulières et les formules générales (2) 
et (3) appartiennent à A. Radicke (!). 

En dernier lieu, différentions par rapport à æ la formule (1), 
l'hypothèse z—— 
Lhp= 2m, 


donnera, selon que n+p—2m+r ou 


Fi 


(to) (—i)##+r(op—on)— > (— 1} () (27m — 25 +i1)22%E,, 


Je 0 X 
+ y (fi )@m-aseneers. 


(') Journal de Crelle, t. 89, 1880, p. 257-267. 
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et 
el 
< F + SES 
(11) CARD = nn) AE Pjom-os+nats. 
2$ s 
S—=0 
CR—A 
TA 
N NOIR Tia) : 
— Œÿ(,,,,)(m—os-+r)t En. 
s—0 É 


On voit que les formules les plus élégantes de ce genre corres- 
pondent à p=n<+i, respectivement p—n—+2, ce qui donnera 
= n. ; 


XLVII. — D’autres formules incomplètes. 


Les développements généraux du paragraphe XLIIL donnent im- 
médiatement une suite d’autres formules récursives que nous avons 
à mentionner 1c1. 

En premier lieu, posons, dans la formule (2) du paragraphe 


susdit, 


I sh 1 
4 = —) = — 
Â 4 
il résulte 
< Ss= P . 
(—1)##1 n! pl PAPA t Ier 
à = —— Bree (00, 
(3) (a+ p'+i)lortr#i > F5 A) n+p-s+1(0) 
S=0 
$S—=/1 : 5 
a(—i}(a+<p—s)!/n L 
_ > Bytp-s+i er = 
25 5 2 
S—0 


Soit mainténant, dans cette formule, 7 + p—2m—1, nous 


aurons 
cr 
tr: 
5 (= 0 Lac n! P' 0 o2m—2s B,,_. 
‘ D + — ])° x 7 
(2) Om)! x los) om—os 
S= 0 


DE 2S 


— n 22-25 — » 
DS (— > de ) DR RCzTIERE Br; 


ce qui donnera pour p—n—1, Savoir M —n, la formule la plus 


NIELS NIELSEN 13 
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élégante de ce genre 
LE 1 
TO ETLEAN)I TON OS DES _ 
(3) HAN Le Sete 4 
Gr 25 } 2n —2s : 
s—=0 > 
ge < 
2s : “d 
ODA 5, 
— S EE  _— B en à | 
es > : en DNS IE LS 
s—=0 : ; 
L'hypothèse » + p — 2m donnera de même, en vertu de (2), 4 
ee 1 +1 < 
= Se : : : 
4) (— 1)/+n J ! P: En >: = 1) ( P 2211—2$ Bt 
: (2m +1)! 25+1/ 2m—2s 
s —0 
Fe EE 
DRE 9 
nn 5 En 1)s Bh= ; 
SEE 5-26 
s—0 


soit particulièrement, dans (4), p—n—m;, nous retrouvons la 
formule de Saalschütz, savoir la formule (4) du paragraphe XLV. 
En second lieu, posons dans la formule (10) du paragraphe XLIJII 


I I | ae 
PES CAE) R+p=Mm +, 0=q=n—»2, 
n 4 ETER 
il résulte 
S=p 
| _« m + q—s)|! 
(5) DIRE 
S=0 “ 
sS=n 
ER EN Ù 
Dodo, 
2 S 
Ss=0 , 


Soit maintenant » un nombre pair, savoir m — 2k, nous aurons 


ob à 
: a NS PIN RES as 
S—=0 
<E ; 
= AVÈTE 2K+q — 925$ | 
+ Ci) : its 2% 5)B;= 0, 
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? A 
d’où, en posant 9 —0 et p == n — m, on retrouve la formule de 
Seidel, savoir la formule (14) du paragraphe XLIV. 
Supposons ensuite impair le nombre m», savoir m — 2 k + Fil 
résulte, en vertu de (5), 


SEE 
CS | 2k+g— 
(5) N | 2 NE + q up, 
ET PS mn 9 \ q 
A 
" ; EL n 2k + qg —2s 2 
= 2 ÉD ten : )e so) Pie 


1 Ês . 
d’où, en posant q = 0,.p — n+1, ce qui donnera # — n, 


<a n—1 


Ÿ ç L 3 »ç— 4 - A , [12 


S—=0 s=86 


En dernier lieu, nous avons à étudier la formule (9) du para- 


graphe XLIIL; posons 4 = — x, il résulte l’identité 
S=p 
Q : 
(9) 0 = > à (n+p—s)!'(1—2x) Errpr7 (0) 
S=0 
+Ù (— 1) es) (n+p—s)!(1—2%) Enrp+g-s(— 2%), 


où il faut supposer par conséquento£ q=n—1. 


ES à 1 I 
Soit parüculièrement æ — >: 


+ 


n+p=2m + 


ou 
nHp=2m ++ 1; 


nous aurons respectivement 


2 
, é P IM + —2S—1I 
(10) > (— 1) Es) ( q Le 
5==0 
# Ÿ o RCI Res 
dm 25 q 


2 
il 
e 
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et 
<P 
— 9 = 
\ OAI PSE EUR 
(tt) Da (27 ) ( 1 Ts 
DS 4) q 
s—=0 
El 
ZT] 
} DS à 0: = 
= D (— u( À ) ( 7 )Enss 
sd DST q 
S=—=0 


les formules spéciales obtenues de (10) et (11) en post 4 = 9 sont 
dues à Stern (!). / 
Il est évident que l’on peut déduire un grand nombre de formules 


plus spéciales, en donnant à », p, g des valeurs particulières; nous 
nous bornerons à indiquer les applications suivantes : 


ERP ES EU OT TL OT UE 


S=m—1 
à DIEUX 
(12) Pres > eux LE } En 
$s—0 
$S—=m—1 
» 27t 
(13) Tnt > (— 1) (27, Je 
S—=0 


2°{=0, R=I;pP—=IM—I, p—2m : 


sS=m—i1 


(14) Ey»— Y 


acext 
s—=0 


EMILE : 
EE à (22 nee, }Tn 
\ T 


S=7t 


(gi) En— > (— 1} (Toners 


S=—= 0 


3 
9Y OPEN E=SME=—2, name} 


s—=m—1 
F ONE CMS 
= 0 
S—=n—1 
Qù 214 — 1 

(2) GARE EN 0 ( FA 

nm+ mn 27 ( ) DÉC MS * 
S—0 


(') Beiträge, p. 31-31; Mémoires de la Societé de Goettingue, 187$. 
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A9 = 2 . _— 
HAT 0, 2; D —2mMm— 2, p—2mMm—!] 


x S—=mMm—2 
AE à} _ = « = © 
(18) Ds Er: — Ÿ (— 1)S 2n 2 P 
i 2S+LI Mm—s) 
S—=0 
S=m--1 

(1 ) A D ’ PDT 
EO 2E» — (— 1); Fe Ts. 

S—0 


SA r ; 2M — 3 
(20) 3 Pr Lys — > y “ pre 
\ 25 DR] 
S=—0 
S=m—1 
e are: 2M— I 
(21) Titi Tn= D (—1}s He 
ms DS EN 
S—=0 


OT 20 0 p—2 nie 03, p— 2m —2 : 


Ée 2 5 . {2m—3 
(22) En — 3En1— (— Là ( ° }T4 S) 
D: | 25+I 
s =0 
S==71—1 
2 LA DEP 
(23) 3E,» — Ey-1— (—1 ( THE, 
2 Sr 


/ 
DE 
r  _fam—\ 
(24) ACT » — be) —= > ir ( } En 
25 
s=0 
D OEM D, er à 
SM 2 2 
| NES L .{am—3 
(25) 4(E» — E,;-1) = D: (= Th ( 7e JT. 
\ 2 


s=0 


Plusieurs de ces formules spéciales se trouvent dans le grand 


Mémoire de Stern; cependant nous ne nous arrètons pas à des 


citations. 


CHAPITRE X. 


FORMULES INCOMPLÈTES DE SECONDE ESPÈCE. 


XLVIII. — Deux suites régulières. 


Déjà en 1856, Knar (!') a découvert deux formules récursives 
qui ne contiennent que des nombres de Bernoulli, dont les indices 
sont des nombres pairs, respectivement impairs; cependant cette 
belle découverte est restée inaperçue pendant un quart de siècle. 

En même temps que Knar, Kronecker (2?) a trouvé des dévelop- 
pemients généraux qui donnent facilement des formules récursives 
pour les nombres de Bernoulli et les coefficients des tangentes, dont 
les indices forment une série arithmétique quelconque. Cependant 
l'illustre géomètre allemand n’a pas observé les formules en ques- 


tion; du reste, il ne semble pas possible de les déduire par une 


méthode élémentaire, parce qu'elles ne sont pas régulières (3). 
Dans les paragraphes suivants nous avons à étudier de telles for- 
mules récursives pour les nombres de Bernoulli, les coefficients des 
tangentes et les nombres d'Euler, dont les indices forment une suite 
arithmétique quelconque, formules que nous désignons comme 
formules récursives incomplètes de seconde espèce. 
Soient, à cet effet,» 


(1) A, XL, 3; eat X f—4 (KÆ 2:92 ) 


des nombres complexes différents de zéro, mais quelconques du 
reste, nous formons d’après Kronecker toutes les 2471 expressions 


(') Archive de Grunert, t. 21, 1856, p. 455-456. 


391. 


(*) Berichte der kgl. sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, t. 65, 1913, 
p. 25. È 


: 
» 
| 
1 
À 
L 


(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. 1, 1856, POSE 


À 
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obtenues de 


(2) | Du Ewt.. os, 


en combinant les signes + et — d’une manière quelconque. 

Supposons ensuite qu'une certaine de ces expressions w, choisie 
arbitrairement du reste, contienne p signes positifs et g signes 
négatifs, de sorte que 


(3) pEg—=k—\1, 


nous désignons g comme le nombre caractéristique de w, et il est 
évident que le nombre — w aura le nombre caractéristique p. 

Ces définitions adoptées, nous démontrerons sans peine le 
théorème : 


I. Les deux fonctions 


3 I 1: F4 Oo == fe [72 
«D Nue de se) 


LE Poe ee et) 
, 


r x Le ll Lee x ne Xi 
(5) RD ur (ce Û 2 


. où les sommations sont à étendre sur les 2"! expressions pos- 
sibles des w, et où q désigne le nombre caractéristique de l’ex- 
pression correspondante, sont des polynomes réguliers du 
degré n. 
_ Il est évident que F,(zx) et Gr(x) forment des suites harmo- 


niques ; de plus, l'identité évidente 


I +0) 1 — ü) 
T [on me 5 —= (9 4e 


montre, en vertu de (2), que les deux polynomes en question sont 
symétriques aussi; c’est-à-dire que F,(zx) et G;(æ) sont tous deux 
des polynomes réguliers. 

Cela posé, 1l ne nous reste qu’à démontrer que G(æ) ést préci- 
sément du degré » par rapport à +, parce que F,(æ) a évidemment 
cette propriété. 

A cet effet, posons 


I ( q Petite A1 Lis 
Pançr)= LS (x: = 
ï \ 


nl ? r] 
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je dis que nous aurons 


(6) N PT ATA) (o£m£K— 2), 


(7) TE CO T LC OLIEE 


En effet, il est évident que ces deux formules sont vraies pour 
K — 2, parce que nous aurons 


Jeo(r) = 0, 
Pate) = (a+) fre) 2 a 


D) 2) 
a \ 


Quant à la conclusion de à £ +1, nous ajoutons à l’ensemble (1) 
le nouveau nombre +}; supposons ensuite que l'expression w, for- 
mée de l’ensemble (1), ait le nombre caractéristique g, les expres- 
sions Way et w— 1x auront les nombres caractéristiques 4, | 
respectivement 4 +1. De plus, nous aurons évidemment 


=: x ag LYX 
rente) = UE D. + fr,m (x = =) Ù 


\ 


et la formule de Taylor donnera la formule récursive 


ALL 
- af"! 
fine) À Tr nrar fhnari(r), 


1 —0 


ce qui nous conduira immédiatement au but. 
Posons ensuite pour abréger 


Sn —= > (12 TE He RE rie 


et particulièrement 
So= 241, 


nous aurons généralement, quel que soit l'indice n, 


È TRS 
(8) to) Er 
WE: on n! 


Quant aux sommes de puissances alternées 


) (—1)2( AU Os se ak)", 


Le SÉSCREE, 


. 
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à 
Sm=>, EN E ET 
ce qui donnera, quel que soit l'indice n, 
A a I Th 
(c ( Ne en er 
9) 70) QUHk A (n + Kk— 1)! 


Soit particulièrement » — 0, il résult 


So 
(A — 1)! 2#+#1 


d’où, en vertu de (=), 


e 


(10) Gp —=(# —1)! 24-10 .. 


Remarquons ensuite que G,(x) s’évanouira pour æ = — 


. y. 


résulte 
Go 91 
6 
(k—3)!o2# HE É 
ce qui donnera, en vertu de (10), 
(11) y KO Logo, ar. 


Posons encore 


É} =D (diem do, 
Rn 


nous aurons de même 


tas A}, —1 DA 


y +A—1 
/ ) 


Goo) = 100), 


VV \ ps ne TE je +hk—1 
= METTENT Roo= ET) EN EREEE 
pr 


1 lon 
(nez D ee ne. 
12) \ 2/ (77) 
, I Ton e 
(13) CAE (on rio rt 
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! 
= 
2, 


ï iculié ; 5 stante, 
d’où particulièrement, parce que GQ(æ) a une valeur constante, 


à ri 
(14) To— 09 — (4 —1)loiTla x... 


Xj:—1:. 


elles s'évanouissent pour 0£m£k—», de sorte que nous posons 


il 


L 
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Cela posé, nous aurons a 
T=n 
sp gr 
PCA 4 T. — ———— ———————— 
(9) Fr(z) > rio" (n—7r)! 
r=0 
SH 
Sr æli-) 
( = Tee cer fe 
(16) Gn(r) Re CRE TR 
S—=0 


ce qui donnera les développements d’après les fonctions de Ber- 


noulli 

< rm 

= 2 

x < S2r+i 

(17) ; Fr(x) = Grritar eat 

F'=-0 

<n 

=2 

Gor+il / 
Sie, Hat => (ESS RARE Ba2r (a), 
A 7°—90 


tandis que les développements, d’après les fonctions d'Euler, de- 


viennent 
<n 
22 
(19) F (æ)=Ÿ SA ET CR) 
9 CEE RER ME ee Ne dv 
r=0 5 
<7 
= 2 
: 4 Gr 
(20) Ce > Fes — niorers Pn-2r(æ). 


» 


. Nous ne nous arrêtons pas aux nombreuses formules récursives, 
obtenues pour les B,, T,, E,, en introduisant, dans les quatre 
développements, les valeurs spéciales ordinaires de +. 


XLIX. — Théorèmes sur les racines de l’unité. 


Dans les développements précédents, les £ — 1 quantités 4, sont 
des nombres complexes quelconques, différents de zéro. IL est très 
intéressant, ce me semble, que les formules générales que nous 
venons de développer se présentent sous une forme élégante dans le 
cas où les &, sont des racines de l'unité. 


Quant à l'étude de ces formules simples, nous prenons pour point 
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de départ les deux polynomes entiers 


(x) Pa(t)= n'[F,(x)+(—ir F,(— x), 
(2) rm) = (n +43)! Gn(x) —(— 1 G(— æ)], 


savoir, ordonnés d’après les puissances descendantes de æ, 


<n—1 
F3 NET VE or 
(3 HER N tiens 2e 
À NPA 22 Fe DAT. 
=" 
< n—1 
Tan. VRP I) 68,14 2701 
(4) Vrntr)— Ÿ è HAE eeru re 
; dd k+or 2k+ar— 1 
r=0 
Soit ensuite, avec une légère modification de la définition (2) du 


paragraphe précédent, 


CT dt OS med UE fs 


on aura en outre 


\r 


: &œ \ 7 # Oo) 
(5) - On (æ) — S (e+ où MS) ) 
5 ARS NN, ; m\72HA 1 : © \ 2+4—1 
(6) dx) = Ÿ ir(e+2) + (— 1) > (= 1 (x — =) ; 

>, 


2 


\ 


où qg est le nombre caractéristique de w, savoir le nombre des signes 
négatifs dans l'expression susdite. 
Cela posé, nous avons tout d’abord à démontrer le théorème : 


I. Soit s une racine primitive de l'équation binome 


(7) HET ES, 


et soient les nombres 4, les puissances 
(8) CRE AN ns SANT, 


les polynomes Daft) el Ya_1(x) satisfont aux équations fonc- 


tionnelles 


æ 
27m (2) = On(T), 


at -1 br (2) = Yn-1(æ). 


(9) 


: Vexur ni 
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En effet, on aura, en vertu de (5)et (6), 


42 NN? Hg \7 N' (OL AE 
(10) at on ” =YŸ BE NL NT Se à 
Ne \ \ a 
WA) 1+£—1 


T — ma\ntk-1 
== ASS a er BST Ju RE AE RE 
(ii) ar ne) =D (r+ 2) der 


car on aura, en vertu de (3), ##—1; dans ces deux formules, le 
nombre w est une expression de la forme 


D — LE At Gi... Ce, 
où p des puissances de & ont le signe +, g le signe — . de sorte 
que ? 
p+qg—=k—1. 


Soil maintenant © de la forme 


OMEGA REA, . Euh pot, 


on aura, en vertu de (7), 


DUR) =IHENQT AR. er AS 1e 


c’est-à-dire que les nombres p et g sont les mêmes que dans w. 
Soit, au contraire, w de la forme 


D LEE EE, NE a hi, 


on aura 


DO OL NO ES EN CE 


de sorte que p+1 des puissances de 4 qui figurent dans w’ ont le 
signe — 1, q —1 le signe +; c'est-à-dire que le nombre caractéris- 
tique de w’ est égal à p +1. 

Cela posé, il est évident que les termes qui figurent aux seconds 
membres de (10) et (11) sont, abstraction faite du signe, les mêmes 
que dans les formules (5) et (6); de plus, nous venons de démon- 
trer que les signes seront les mêmes, ce qui donnera les deux 
formules (9). 

Appliquons maintenant les deux expressions (3) et (4), nous 
aurons, en vertu de (9), 


RS er 
Sr A Sor, Sorti = A7 Cortis 


ce qui donnera le théorème suivant : 
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Il. Supposons choisis, comme indiqué dans le théorème I, les 


nombres 4,, puis supposons que 2r ne soit pas divisible par k, 
nous aurons 


(12) S2r = 0, Sar+1 = O0. 
Comme analogie du théorème I, nous avons cet autre : 
IE. Soit à une racine primitive de l'équation binome 
(13) TEA — 0, 


el sotent les nombres 4, les puissances 


(14) TRS IE ahi=1, 


le: polynomes 7 (æ) et d,_(x) satisfont aux équations fonc- 


T 
| EAP sn(&) —= On(æ), 


F4 4 
| a?n—2 Vi (2) — Un (æ). 
12 


Conformément à l'égalité 4?*= 1, nous avons à modifier les for- 


tionnelles 


(15 ), 


mules (10) et (11) en y remplaçant & par #?. Soit ensuite w de la 
forme 


L 


D —IHoEah, HE mé-s = qi 2 EE Qi), 


on aura, en vertu de (13), 
a — a? Easmtt al Er vw: 
c'est-à-dire que w! a le nombre caractéristique 4 ou g — 2, selon 


que la puissance 2Â—", dans w, aura le signe + ou —. 
Soit, au contraire, w de la forme 


water. Eagles oh? gh-1 


on aura ; 
220 — a ua, .Eol1 1e ——,0), 


de sorte que p 1 des puissances de « qui bgurent dans w' ont le 
signe —,g +1 le signe +, selon que Le a le signe + ou —; 
c’est-à-dire que w' a le nombre caractéristique p F1. 
Cela posé, il est évident que les fonctions pa(z) et ns (æ) satis- 
font aux équations fonctionnelles (15). Appliquons maintenant les 


206 DEUXIÈME PARTIE. — LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EULER. 


deux expressions (3) et (4), nous aurons, en vertu de (15), 


Sin — Say, Sorti = 4" Gants 
ce qui donnera cet autre théorème : 


IV. Supposons choisis, comme indiqué dans le théorème IIT, 
les nombres as, puis supposons que 2r ne soit pas divisible par k, 
nous aurons 


(16) SD =—" 07 Sa 0e 


Soit maintenant + une racine quelconque de l'équation binome 
a2k+1 —1—=0, 


l'équation 
æ2h+1 LI1=0 


aura évidemment la racine — 2; c'est-à-dire que les deux ensembles 
de nombres 4, (8) et (14) conduiront aux mêmes fonctions F,(x) 
etG,(x), de sorte que nous n'avons qu'à étudier l’ensemble (8) 
pour une valeur paire de #, l’ensemble (14) pour une valeur quel- 
conque de X. 


L. — Formules de première classe. 


Soit, conformément à la remarque finale du paragraphe précé- 
dent, & une racine primitive de l’équation binome 


(1) | TE y 0 Ts) 


? 
nous choisissons l’ensemble des nombres 4, comme les puissances 


(2) PRÉ ENTTe PE ns D 


ce qui donnera, en vertu des formules (12) du paragraphe précé- 


dent, 


nm 


2k 


C EN Soph+t = 
So) Fes) dd (2k +0 rk)! 22642 1 Ba-2re(æ), 
Een) 
SE 
23 
/ EN Sark à > 
( 1) Fax) CA ( o fe )! ETTEN Rec Er) 
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tandis que les deux autres développements de ce genre ne sont pas 
susceptibles d’une telle simplification. 

Soit maintenant, dans ces deux formules, n 2k, les sommes 
qui figurent aux seconds membres se réduisent à leurs premiers 
termes ; appliquons ensuite les deux valeurs 


(5) So = 2241, s=—(2#)! 22% 1, 


dont la première est évidente, tandis que la seconde est une consé- 
quence immédiate de la formule (1 1) du paragraphe XLVIIL, il 
résulte les deux expressions explicites 


- B,(x) =— Ga(x}, 

nr. ; \ | 

(6) ; L 
Er) — L R7(2) 


L'hypothèse n — 24 donnera, en vertu de (3) et (4), ces deux 
expressions explicites, plus compliquées que les précédentes, 


; Tor+1 
Br Gr» 
24 2% (CAPAMENLEN 
Cr) 
D» ; 
E ee FSE Cr) Sox 
tax(T) — 52% 7 (2Æ)la 


Nous ne nous arrêtons pas aux formules récursives incomplètes 
qui proviennent des développements (3) et (4) et qui sont du reste 
évidentes. Quant aux expressions explicites (6), introduisons, dans 


A . - À I = 
la première, 2n au lieu de 7, puis posons æ —0, x =— -; nous 


2 


aurons respectivement 


(—1}2(on)! 0 


B, = ; 


COTE) ont 2h 
(8 s 
(222— 2)B, (—i-l(on)l sn 
22 Mon 2%) avril 


Posons ensuite, dans la dernière des formules (6), 2n +1 respec- 
tivement 2x au lieu de x, les hypothèses 3 —0, respectivement 


x —— -, donnent les deux autres expressions explicites 
2 
(— 1) Son] 
Tr+i— Apt > 
(9) (— 1)4 
ie Haute 
FN er y 


p2h—1 
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Additionnons, puis soustrayons les deux formules (8), nous au- 


rons respectivement 

T (—1)2(2n —1)! (cer — Ton) 
= > : , 
$ (an+2k—1)lto#-2n 


/ B (—i}t(2n)! (on + Ton) 
FT (an+24k—4x)l2%# 


(10) 


Dans les six dernières formules il faut supposer 7» £k —1; en 
appliquant les formules (5), on pourra obtenir des expressions 
explicites pour les nombres B;, Tx, Ex, expressions qui deviennent 
plus compliquées que les précédentes, de sorte que nous ne nous 
arrêtons pas à leur déduction. 

Étudions maintenant le cas le plus simple des développements 
précédents, savoir Æ = 2, nous aurons 


n'F,(x)=2(x+i)+oan+(x +ri+i)t 


+(r—i)+ (x +<i—i) + (x +i)z, 
(n + Aer) — 2DNHB— 9(r + i)E+3 + (æ +i1ti)r+s 


4 (æ — t)r+3 + (& ER L)r+3 — (Cr ae t)r+3, 


Appliquons ensuite l'égalité évidente 


2 ET 
Race 9 ps 
MST e s 
il résulte 
So — 8, 
[2] 
mr . mr 
Sm—=2|1+Ccos— + 2? cos — ; 
2 + ./ 
mn +3 
MmT SLMIT m 3)x 
Ch 0li 1Cos "Sin "+0 cos Cr Aie : 
> à 4 


de sorte que nous aurons 


e 


FI 


x NES S—+—(—i)22+2 - 
RANCE TN La(T) + Ÿ Go) Es Cu) 
en ; Fe 


SE 


Gr (@) EX 


= (4Ss A4)! 


s=90 


8 +(— 1) 22%+4 


Éi2r). 


CT 
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Cela posé, nous aurons les formules récursives incomplètes 


S=nr 
. : S An +I 
: nl 4 (2 ya oôn—1 — TT, à 4 Ks—1 S65—2 11 
| ( ) Ps ? Sen [21s + (— 1) 268 2e 
(12) Es 
S= Ar —A1 
- : À = 4 —1\ 
2h53 (—1)2962-4— TT, FL N Ù +s-1 F D OEM À 
PT EE | Jr — 1e} É 2*S- LR (— y) 2S-21 To os, 
2 {5 [ | 2n—2$ 
1 
S=n—1 
à 3 
Le n +5 : 
ar) (4 nr Er) 227— ù ; -)[1+(—i)2s2]B;h os, 
15+5 APCE 
(13) | s —0 
S—=n--1 
fn -+ 3" 
/ 2 : È f 
(an +i)[r—(—i)t 2%] — ( [1 +(—i) 22] Bon os 
] D te [ ) ]Bon-os 1, 


tandis que les expressions {» et zm, et par conséquent les formules 
incomplètes pour les E,, deviennent plus compliquées. 

Les quatre formules spéciales (12) et (13) sont déduites par 
M. Haussner (1), à l’aide d'une méthode transcendante. 


LI. — Formules de seconde classe. 


Soit ensuite, conformément à la remarque finale du paragraphe 
XLIX, z une racine primitive de l'équation binome 


(1) æ'+i=o, 


nous avons à choisir l’ensemble des nombres #, comme les puis- 


sances 


/ Q S2pk ? 
AE) 22 Torh)lotrkt En-erx(r), 
(2) { c 


N°} S2rk+1 
0 TO) EE 


r=0 


Bh op (T). 


Ga(æ) = 


(:) Güttinger Nachrichten, 1893, p. 809. 


NIELS NIELSEN 
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tandis que les autres développements de ce genre ne sont pas sus- 
ceptbles d’une telle simplification. 
La définition des nombres #, donnera 


KA — 1 
A1X2... ki = 4e NEA 
de sorte que nous aurons 1C1 
Sy — 224, ON 20) 


Soit ensuite » < 24, nous aurons, en vertu de (2), les expressions 


explicites 


? Gr) 
6) : RAA 
Er(æ) = De 


tandis que l'hypothèse n — 24 donnera ces deux autres expressions 
explicites, plus compliquées que les précédentes, 


Be G2x(x) a+ 
r à LENS (H c)é1 (34)! DA I(E j 1? 
: ARTE PELLE) Éne a 

PE TÉRRE (24)! 23% 


Les formules récursives incomplètes et les expressions explicites, 
urées des formules générales (2), (3), (4), pour les B,, T,-etE,, 
forment les parties principales du beau Mémoire de M. Haussner (!). 
Or, van den Berg (?) a trouvé, douze ans auparavant, les formules 
susdites qui contiennent les nombres de Bernoulli, tandis qu'il a 
indiqué quelques cas spéciaux des autres formules pour les T, et 
les E,. 

Quant aux expressions explicites que nous venons de développer, 
M. Haussner (*) dit à juste titre qu'elles sont plus simples que 
celles de Kronecker (1). Nous pouvons ajouter que les formules 


(') Gôttinger Nachrichten, 1893, p. 777-S09. 

(?) Verslagen en mededeelingen der Koninlijke Akademie Amsterdam, 2° sé 
rie, &. 16, 1881, p. 89. Il est très regrettable, ce me semble, que le collaborateur 
du Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, t. 13, p. 193, ne dit rien sur 
Ja nature de ce Mémoire très remarquable. 

(CHELoC Cite p 700: re 

(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2 série, t. 1, 1856, 
p. 385-391. 


ae Snditiratitie ile dd de dnéiditt Ént p à té 
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incomplètes de ce genre sont beaucoup plus simples que celles in- 


diquées dans le paragraphe précédent, ce que montrent clairement 
les exemples suivants. 


Soit # — 2, nous trouvons 


Le ÉTAT : [— 0 
nt Fate) = (2 + È ) LE, } 


- Nr Ne El 77) eL 
(+! Guns (a+ ] (+ ) ) 


’ nt ce 


ce qui donnera 


J mT 
Sm — mm — 2 TER 
ARE 
A mm + I 
Oh ET n 3 
(m+a)!2 ? 
de sorte que nous aurons 
= 
eu 
= % 
ns 
Fr to)=— > Us)Tos=t En-xs(2 ), 
Le , s—=0 L 6 
(5) 2 


Gn (æ ) 2 AGE ATS B-4s(x ). 


(4s + 2) !e225—1 


Cela posé, nous trouvons les formules incomplètes 


S=n 
En +1 < 
(6) (— 5 )t 227 = > ET) (ET ; 45 ) 228 Ton-2s+1, 
$ =0 
S=n—1 
An —"T : 
(7) (Es 1 22n—1 — > (— 1}° ( 4 ) Tone 
d 1 
s—0 
sS=n 
IL EEE 1 
(8) = nait D (= 1} fe 7 Ja Eh-95+1; 
ST 
s=n—1 
an + 
(9) D — (—4ÿ* on = En + D: (— 1} ( DE Es ns, 
S—'1 
s=n—1 ) 4 
s (TNT pl — 1) T2 
(10) on DR == pà Een  ] Ban 
227—1 22$ 4 s + 9 


(11) 
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el 
S=rn Lx 
—1)2(n +1 Er An +4 
(11) NSP REAURTS e 4 Bin—5+1; 
227 Rs FE = 2 
s—0 
S—=n—1 
ÿA EX à 
7 2 os . 
(19) 2n+iI—(—1)t2?27— > y PRES 
S=—0 « 
S=n 
A ! AR" 
n CRUE 2 : 
(ton) DIN + 2 — ù (— u (à CE 2)2%B2no5+#1: 


les formules (10) et (13) sont celles de Knar (‘). 
Soit ensuite # = 3, nous trouvons 


: ÉTÉ ER Vi 1—iv3 |" 
AAA ONE CAE à , 
= - 


/3\ +2 - fJaNHS 


J'EeS 


I t 
(n +2)! Cr) = (x +i)iti qui — (2 Fe 


de sorte que l'identité évidente 


1: V3 T AE 
— = COS + 2 sin — 
2 31 3 
donnera 
L mT\ 
So = 4) Sm—= —p|1#+2C0S——)» 
m ! 3 


à 1 (Mm+2)r 
= Lt 2 COS ——— |; 
LEARN 3 è 


c'est-à-dire que les développements généraux deviennent 


se 
Pt) = 8e D Es (æ), 
(15) 7e S—\ 
= 3 
\! A 
Ga(æ) dm (65 +3)! Br): 
S=0 


‘) Archiv de Grunert, 1. 217, 1856, p. 455-456. 
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Dans ce cas, nous trouvons les formules incomplètes 


<An—1 
Re 
, TRS ST 21 S 2n 
(16) (—1}* RC EC EN RER (Cry +1 rase 
n SES 6s 4 n—3S) 
S= 1 
- 2n Ÿ 
(17) (te UT) 
3 
<n 
« = 
& ) END = : 
=lnr; > 6s te 3S4I) 
St 
LRU 
18) DE) ES SR 
(@: Poe qe en) SR 
» 2 ) | 6s H—3S) 
CE 
ne ( e 03 
D - Ÿ 27 \ 
(19) 5 = E,- > ( ONE 
il è 
ui 
== 3 
(1) 15 n on + 3\ 
(90 — — 1) L Dre “ 
) 3 Di DATENT M en 
5 —=0 
TEA 
F < 3 
(—i)i-1(on +3) on +2 on +3 
‘(21) = = [L— 2 COS —— T7) — Ÿ (1) me 
G & j \ \6s +3 1.2 


Les formules (16), (18), (20) sont à appliquer, pourvu que x soit 
un multiple de 3, sinon nous avons à appliquer les trois autres for- 
mules. 

Toutes ces formules spéciales que nous venons de développer 
sont trouvées par van den Berg (1); MM. J.-C. Kapteyn et W. Kap- 
teyn (?), dans leur grand Mémoire sur les sinus d'ordre supérieur, 
ont retrouvé les formules (6), (10), (16), (20), et M. Rogel (3) a 
retrouvé la formule (21). 

M. Haussner (‘) a indiqué quelques autres formules incomplètes 


qui ne sont pas des cas spéciaux des développements précédents. 


(!) Verslagen en mededeelingen der Koninlijke Akademie Amsterdam, 2° sé- 
rie, t. 16, 1881, p. 119-121, 125, 161-166. 

(2) Sitsungsberichte der Wienér Akademie, 1. 93, II, 1886, p. 836. 

(5) Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, v. 26, 1899, p. 286. 

(*) Gôttinger Nachrichten, 1893, p. Sos. 
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généraux des suites nb Re Savoir 


îe F,(æ) L (a+ D Gr dpt (a D (a, 
Le taès ; ë | (an +i)lé : 
& | ; : (x +i)? + ra TA (œ+ipe (ecrit 
ne (ED ER Rae RE ne RS EEE A ve 
3 (n+o2)! ET (a+2)! : < 
+: : 1+i(æ—i)2+(m+i—i)r 
Le M2 CETTE ps ë 
2% y ( ) (x +r)ité + mrE te Æ TZ (æ Hi) (r+i— ire 
7 SAS (nr +4)! 9 l (n+4)!. 
EL ue i—i(a—ipii (++ pets 
KL 2 (n+ 4)! nur 
Û : ce qui donnera les développements 
AE = < 
&* k He e 25+3 
| — 1) 22 ; 
Se FD) TT Brut). = 
45 , CT] * 
| <r , 
ee _ 4 (+ (— 1) 22543 1) 22s+3 
o ce =—x}S9? - 
+ (23) Pa (æ) =Y ser Pres), 
SE 
NÉE 
. NT (— ir) ose 
(24) , Fa(æ) F "CURE Bnss(æ) 
N, 


CHAPITRE XL 


D'AUTRES FORMULES INCOMPLÈTES. 


LII. — Applications des formules générales. 


Revenons maintenant aux formules générales (9) et (10) du para- 


graphe XX VIII, savoir 


S—=0) 


(1) > (—1ÿ(nm+n—q—s)! Le 1)2 (?) — (— 1)" Re D ‘)| nine 
s=1 6 / 
S=w& 
PEN tP(aEgs)i(m—)! 
RE QE SEM ner Eu 
Lt) 
, 20) L 
(2) Dn(men+g—s)! 
s —0 


X< [- AXE (a) ere olr ( é æ 2 fann 0; 


valables pour les éléments de la base d’une suite régulière quel- 
conque, et dans lesquelles les sommations aux premiers membres 
sont à étendre jusqu'à ce que les coefficients binomiaux qui y 
figurent s'évanouissent tous deux. 

Il est évident que ces deux formules sont d’une généralité très 
étendue, de sorte qu’elles donnent un grand nombre des formules 
récursives incomplètes contenant les B, et les T,; nous nous bor- 
nerons à indiquer les plus simples de telles formules spéciales. 

1° Soit 

CT es _ Aon+1 = 0, 
(—r1)e1B;, 


(or)rt et 


A — 1, An — 


la suite régulière correspondante est celle formée des fonctions de 


Bernoulli. 
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2° Les hypothèses 
ll 
CO LEE an — 0; 
ë = 


DT y 
(on +1)! 221+2 


Aon+1 — 


donnent la suite régulière formée des fonctions d'Euler. 

Étudions tout d’abord la formule (2), où nous supposons g <C n, 
nous obtenons des formules récursives incomplètes de première 
espèce contenant les B, ou les T,. 

Quant à la formule (1), où nous supposons g > o, elle donnera 
des formules incomplètes contenant les nombres de Bernoulli 


D 3 . 3] à > 
B;, B>, B;, RO B}: B,+5+1, B,+5+2, 08,7 B,+5+4 


ou les coefficients des tangentes aux mêmes indices. 
Je suppose que ces formules sont les mêmes que celles mention- 
nées par M. Haussner (!) comme appartenant à Saalschütz (2). 
Soit g —0, nous obtenons les formules de Saalschütz que nous 
avons développées d’un autre point de vue dans le paragraphe XELW ; 
ces formules sont du reste trouvées presque en même temps par 
Hermite (?). 


3° Posons 


[l 
do = > —P:, 
4 
a As (Same Ba 
SA 2 
ES (2n +1)! 
À MUNIE 
CSA = 


> (an +3) 


la suite régulière correspondant avec l'élément général 


1\ 4 | 
REN = (2 __ < RÉPÉDEN CECI 2), 


ar C 


4° Soit de même 


(1) T5 5 (— D'HT,., 
La: 9 = ——————————_——— 
CRÉEZ PEN en) tent 


Ain —= 


(') Gôttinger Nachrichten, 1893, p. 578. 

(°) Physikalisch-ôkonom. Gesellschaft zu Kôniesberg, p. 189. Ce Mémoite 
n’est pas mentionné dans le Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 

(°) Mathesis, »° série, t. 5, suppl., Il, 1895, p. 1-7 
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nous aurons 


1 = s " 
Ha) (+2) En41(æ) — (n+2)Enta(r). ! 


On voit que les formules récursives incomplètes obtenues dans 
ces cas sont plus compliquées que celles obtenues dans les cas pré- 
cédents. 

Quant aux formules générales (5) et (6) du paragraphe XX VIH, 


S=1] 
: D EE il = lasxm+n-s+1 
CS ro) = gs) (nm qg'assz 
pe (g—s)!'(m+n—s+:)! 
$=0 
#=m—( 
\ VOTES 9 
ù as CAT si) ; Cnby es Die) 
5=,0 
S=m+q 
ST q +Ss 
/ She ART ENT: N rss 114 = Tee 
(an) COLE C2 s)!( À Jan-rrsænt s, 
s—0 


où nous avons posé 


CE) — Cf) mg + star Ter) (OSE70) 
Ss=0 : 
. - 78) ! RATE 
(6) G(a)= À ny (À) Con + 9 + s)127 fu(r) CO ET) 
S=—=0 


tandis que [ f(x), &,] est une suite harmonique quelconque, elles 
donnent aussi un grand nombre de formules récursives incomplètes 


parmi lesquelles nous mentionnons les suivantes : 


J e I I 3 

5 AR EIB (Gr) Er) HAN) DES gr 
2 4 1 
I 

GO fa(æ)=Eu(r) æ=—2 


On voit du reste que les formules ainsi obtenues deviennent plus 


compliquées que les précédentes. 


. % DE “4 
À k DS > 
" Fe CR 
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LIII. — Applications des fonctions ultrasphériques. 


Il est très intéressant, ce me semble, que les fonctions ultrasphé- 
riques de première espèce (!) 


ONE ANNE 
SE 
I a : 
(1) Pyr(x) = Eew("*) é ) (zyn-2s 
s n —Ss 
s—=0 = 


donnent des formules récursives incomplètes, et pour les B, et pour 
les T,. | 


En effet, la définition (1) donnera, après un simple calcul direct, 


(2) D, PY2 (2) = 21 PYSbr A1 (x), 
(3)  (n+1) Pati(x) = (av + n)x PYa(x) —(1— x?) D} PVr(>); 
soit ensuite, dans (3), æ ——1, il résulte 
TON 
P'art(— REV 
1) ea LE eu 0 à 
ce qui donnera généralement 
; ; \ DETTE EN 
4 Pre = (— y 2 o 
(4) ns) 


: Cela posé, on aura, en vertu de (2), 


L pr PR)? LR ne PYEn=p(æ) 
D' P 


d’où, en vertu de (4), 


Pa LDE PAG ess Gipeerar (RP), 
P: \ P n—p 


de sorte que nous aurons la série de Taylor 


SR 
% Pres EN pus ES 2V+2n —S—1I\, à 
GPS CRE RSS ù Gæyis. 
$—=0 


) Vorr mon Traité : 7'héort ons me 21 i 
LE té : Théorie des fonctions meétasphériques, P. 94-112. Paris, 


(6) 


L 
Si 
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Les expressions 
PV) E Pvn(z — 1) 
étant déterminées à l’aide des formules (1)et (5), on voit que les 
coefficients des deux développements 


S—= 7/1 


Prn(æ) = Ù an,s(v) Ba-s(æ), 


sS—=0 


S=n 


Pva(x) => bns(v)En-s(æ) 
S—0 
sont déterminés, abstraction faite de ay 1 (v), coefficient qui exige 
des recherches spéciales. 

Or, introduisons, dans les développements susdits, y — 1 au lieu 
de y, à +1 au lieu de », puis cherchons les dérivées par rapport 
à æ des deux membres des formules ainsi obtenues, il résulte, en 
vertu de (2), les formules récursives 

(2v — 2) an,(9) = Any, (V —1), 
(2Y—2) Dn,s(v) = Op, (V — 1), 


ce qui donnera finalement 


(2v — 2) Pr(x) 


$—=7n 
y An —S—92\ f2+2n—Ss—0 
Es D En nue (n—s)!'onsB,_.(x) 
À PERS SI 
S — L2 
ui 
4 
RSA EL à . 
ESS > x Seue VAR }GR— asian Bas (æ), 
s Ve 
s—=0 


S—n1 
\ — $ — Ne MN à 
ae Dr QATAR TEE) entre, ie) 


s=0 


= EE : 
DOUTE °)C ee J(n—as)tarss Er (ae 


Iutroduisons maintenant, dans ces deux formules, les valeurs 
numériques de x, mentionnées dans le paragraphe XVI, il résulte 
des formules récursives pour les B,, T,, E,, et ces formules sont 
remarquables, parce qu'elles contiennent le paramètre quelconque ». 
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Or, la valeur de P#(x) ne se présente sous forme simple que 
dans les deux cas x — 0 et x —— 1, il est évident que les formules 
récursives qui correspondent aux autres valeurs de x deviennent 
assez compliquées. C’est pourquoi nous nous bornerons à l'étude 
des deux cas susdits. 

A cet effet, posons, dans (6) et ( mn}, x = 0, puis introduisons 27 
au lieu de r, la dernière somme qui figure au second membre de 
chacune de ces deux formules disparaîtra, le dernier terme seulement 
exclu, de sorte que nous trouvons après une légère modification 


Sr 
\ \ 


V+2n—25— 72 20 An—IS— 2 è 
(8) ; = hp à DS Br 
DIN —2S 25 +I 


s—0 
2V +2 — 2) 
=) 
2n 
2V + INR —]I {NE n—1 
— (— 1) — 1) —(v— 1) ( ; 
OO it \ n 

S=n—1 


(9) > ( DUAL 2 20H 4{R—2$ —2\R 
\, DIRES EEENTE 2$ +I } n—Ss 


S—0 


Y+ 7 —I\ 2V+H2n—I 
2 (HT) Leur + 


I 21 / 


Ces deux formules récursives deviennent incomplètes dans les 
deux cas suivants : 


1y—=—p—+ -, où p désig sitif entier; dans s, nc 
=— } à où p designe un posilul entier; dans ce Cas, nous 
aurons 
nl 
LE mors à a 
+ \ (AS PER NE LÉO TS TEE 
2 te 2 DATES 
Fc \ DIT = 21S / Pr 
L n D ‘ 
—= (e == :) / » , 
> 
n 
£ P+1 


\ 


= AR —2p—)25s—1\,. 
de }Tns 
2R—2$—1 Par 


ll 
DESDESSS 


ñ 


fe 
a 
= 
a 
el 
è 
| 
T 
| 
LA 
2 
| 
ARC 


k, 


où 1l faut supposer 1 Sp=n—1, respectivement 1 DE 7. 
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Posons, dans (10), P—R—1, nous aurons la formule la plus 
simple de ce genre, savoir 


ae 

2 TAC fa 
(12) D NH — 25 — :) (ae — Raja = (x -:) 2 3 

ee NDS LUN OR 2S-2r" I > n 


tandis que la formule (11) donnera, pour p=n—1, p—n respec- 
uivement , 


Er 
| & n DR SG CET : 
DEAN TNT CPE ) 2 
(13) us + Se x) IS Res Le = 2 , 
s—0 \2Rn—925—1) on 
<n—i 
— "422 2 a ù 1 
DE PE ne DR 251 2e = 
(14) à (— D a 2 ) re 22} 
pæ < 28 +1 
= 0 EST n 
; , : L RE x lésio 
2° L'hypothèse y —— nr — q — = 1Sqg£n—1, où q désigne un 


positif entier, donnera de même les deux formules incomplètes de 


première espèce 


eng 
= Là } 20 25 I 
ET 7 OS ne — TS Ne D 
(15) Ù CET) s }( 28 +I # ns 
BETA D N —2$ ; 


s=q—1 2: 
ne DS ("+ SU 


SU \ 2'OELS 


\ 


o — 25 —1 2292 By 
DIV JS rl 


< RAS CRE Re 
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s—=0 2 . 
SE 3 | 
g—n—25—- — 25 —1I L 

Eee > EE 5 (Roc LES 

s=0 RATES : | : 
à =D HN 

ES M PL ere | Ve ar 20} : 
:) ( ne ( + ) 


On voit que l'hypothèse g —1 donnera les formules les plus 


simples de ce genre, savoir | 


A 
1® 


£= : n 
re 5 A — 25 — 35 
VOUS NE Re is + 2n—2s B 
7) Se »)( Jan p, 
ee A Po 25 +1 ; 
3 à 
, En à 5)(2n=—3 2 = 
= (int: ARE At A un “ bee A D+(n+s) :) 
2 6 2 
mn 
<n—2 
— 2 5 \ 
D — 25 — — DN —925— 3 
(18) > Cry > RAM LEE 
s—0 DR — 925$ —I 


o] 
») 
> 


44 
er 


LIV. — D’autres généralisations de la formule de Knar. 


— (— (a+ = . 


Il est très intéressant, ce. me semble, que les formules de Knar 
sont susceptibles d'une autre généralisation entièrement différente 
de celle qui a donné les formules incomplètes de seconde espèce. 

À cet effet, nous prenons pour point de départ. la suite harmo- 
nique, dont l'élément général est le polynome 


n j 1 I n 
0) SE 1 1] 
Tr ) a ( + —) , 


où 4 désigne un nombre complexe différent de l’unité positive, mais 


_g=9s=2\/an—2q—25—1 ë 
(16) ) (—1}s HS. . 2 ( SHC JTa # 


, , \ | 
\ : u 
attends 4% 4 ltmté te. de dl 2 sdb ct dis 


La 
nn 
© 
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aurons immédiatement 


rte du reste. Nous 

| I 4 2 
Juta 0 = (+ ) D 
: I! 1— 4 


ce qui donnera les développements 


(i) F EN LIN Br 
Jn(x) ep (+) 
s =" 
RAT NU node) 
7 ; PAR nd MATINÉE 
s=—0 


formules dont certains cas particuliers sont bien connus 


Posons, dans (1), 4 — o, il résulte 


$S=n 


EE INR Ve, 
Lago 


s—0 


oO 


d'où, en remplaçant æ par — x —1, puis multipliant par (— 1 )* 


S=n 
n-s(æ) 


Ge (— 1}s B 
n! Dec MITA À 
JET 


savoir la formule (6) du paragraphe XIX, ce qui donnera 


sS=n—îi 
3 (T+H+I1) + —r A: 2 2 | 
(5) (271) À. 72 (HSE! [Bon 5 (A) B:»-25(0)] 
s=0 


Soit maintenant, dans (3 
aurons, en vertu de la formule (20) du paragraphe XXXI 


r=nr—1 
2RL (p—1)2— 1: 2n 
(4) e — > (JS 21 (P—1). 
Fr —=0 


L'hypothèse à —— 1 donnera de même, en vertu de (1), 


æ égal au positif entier p — 1, nous 
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de sorte que nous aurons dans ce cas 


r=n—î! 
: ; N° 2n 5 ; 
(5) CIDRE Fe. : L) PES 5 Cp): 
PA LE: 4 
J'=— 0 


les deux formules (4) et (5) sont observées par Lipschitz ("). 
Appliquons ensuite la formule 


<n 
=> 
: (æ Hi) + mi— 7 » : 
(6) EE — ù Go lPn-es(e)— Ba-2e(0)d; 
. 2 14 . 
$S—=0 


plus générale que (3), nous aurons de même 
REA 
= 2 

se DÉÉODNEEN TI TANT 

(5 = = Rs) Sri Le 
1=0 


Quant à la formule (2), on aura, en vertu de la formule (21) du 


paragraphe XXX VE, 


<z 
8 pP'+H(p—i)+(—i)r \/on 
(9) > we ar) TPE 
J:—=0 
te 
: Sd? FETES 
(9) (2p—1)22(— 1) => (,) Sn-2r (D —1). 
r=0 


L > à = f. . 7 
2° Posons, dans (1) et (2), x —0, puis remplaçons, dans (1), 
n par » —1, il résulte, après une légère modification, 


n : Ge n 
(10) ee A RO Be nt à af) ua ans, 


S=1 
M De: 
STE 
1 x" ps 
(11) ——— = N ( : 7 (i— a )?2S(1 + qn—2s—1 TT 
Re? dd 2?°+1 DST ï Lu re mnt 
Ss=0 


PR VO RTS 


(!) Comptes rendus, t. 86, 1878, p. 119-121. 
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tandis que l'hypothèse © — — = donnera 
2 


À 3 \ 
(12) 2(1+ a) o0(1 + an) = ÿ' nt : 
: ) - LE ( 1) (QE SANTE ee n—2$\) »2n—2$H 
1 25 jé ee 9 


S—=1 
0 1 + @ \—1 
(13) na) ( ) 
> 
1 —1 
nn 2 
F < TR Er 
SN ie Dr 1» ( Meme esr) FE: 
st L2$ 22 Se 
S—=1 
ea I quil 
(14) ax) [( ) pis | 
CL D 
en 
ETS 
= Ÿ OT al (I æ)?s (1 112$) T< 
oh ON AN ESS ) CN rs 


Les trois premières de ces cinq formules sont indiquées par Her- 
mite (!) el démontrées, à l'aide des formules sommatoires, par 


Süeltjes (?). 


3° Posons, dans (10) et (13), 4—1, nous retrouvons les deux 
formules de Knar que nous venons de développer dans le para- 


graphe LE. 
4° Supposons, dans (1), 


et dans (2) 
al — 


rat À 


où Æ désigne un positif entier quelconque, il est évident que les 
fonctions B,_44,, (x), respectivement E,_;,(x), disparaîtrontdes for- 
mules ainsi obtenues, ce qui nous conduira à des formules récur- 
sives pour les B,, T,, E,, dans lesquelles manquent les nombres 
dont les indices forment une suite arithmétique. 

On voit que les formules de Knar sont à regarder comme les 


représentants les plus simples des formules de ce genre. 


(!) Correspondance d'Hermite et de Stielijes, L ?, p. 136, 442. 
(2) Loc. cit., p. 437-438. 


NILES NIELSEN 


CHAPITRE XI. 


EXPRESSIONS EXPLICITES. 


LV. __ Développements de première espèce. 


Il me semble un peu difficile de définir nettement ce qu'il faut 
entendre par l’idée d’une rdependente Darstellung ; c'est pour- 
quoi je préfère de remplacer l'idée susdite par expression explicite 
et de remarquer que les développements que nous avons à déduire 
dans le Chapitre présent ont cette propriété de même que les déve- 
loppements donnés dans les paragraphes Let LI. 

En premier lieu, prenons pour point de départ la formule (9) du 
paragraphe VI : 


Ss=m {x à y \ 
RE  — a ve 
Ja+p—f(8= À (ir El à ")(Z RICE 0) 
s—0 s / \m—s), 


où f (x) est un polynome entier du degré », et où il faut supposer 
m Zn, tandis que x, z, $ sont des variables complexes quelconques. 
telles que & >< 0. Posons, dans cette formule, 

INANSIR Er 


nous aurons par conséquent 


(1) Ba(æ+8B)—B,(8) 


$S = lo / \ 


a CET 

EN MU Con - + mn te ur 

= > (—:1) a a [Ba(6) — Ba — s2)]. 
s=1 S  \Amm—Ss) 


Soit maintenant tout d'abord # égal au positif entier p, il résulte, 
en vertu de la formule (2 brs) du paragraphe XXXVE, 


CITES, PR) IR CE) 


$s —7/)1 sn] 


È à Tv > 
RE I = $ TE 
mo D à Û I p nr M = Ds Sa fe 
\ S 4 


s=1 
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on voit que le cas le plus simple de cette formule correspond 
AO Mr. | 

Posons ensuite, dans (1), na +1 au lieu de n, cherchons les 
dérivées par rapport à æ des deux membres de la formule ainsi 
obtenue, puis posons æ —o, nous avons, en remplaçant 5 par 
— *—1, puis multipliant par (— r}#, 


$—= 71 


TS 


p LE (— 1) /n 
2) aBh(ær)= D —— | s* )EBru(æ + 52) — Bh+1(x)l 


\ 
sS=1 


où il faut supposer par conséquent HT DE 
Supposons de nouveau z égal au posiuf entier p, la formule (2) 
du paragraphe XX XVI donnera 


g=1m 
2 = q—1 1 
(4) pe) = DT) +1, p9), 
q \gq n! 
q=1 


posons ensuite, dans (3), 2=p+1, puis soustrayons la formule 
ainsi obtenue de (4), il résulte 


q=m 
= \(— 7] JA n\ .: Ver 
(5) B,(a)= D AL Eu d'OS 
q \ 4 n!| 
q=1 


On voit que la formule la plus simple de ce genre est la formule 


suivante 


q=n+i 
) : \ pe) 0 Tee ,-Q 
(6) Br(æ)= ar T0 EN Re 
= TR ET I 
q=1 


obtenue de (5) en y posant p—0, m—n +1. De plus, on VOIL que 
les trois dernières formules générales donnent un grand nombre 
d'expressions explicites pour des B,, TLetE,, si nous introduisons 


[l 2 
T—= O0, BE Île Pr) TERRE TE 1 FRE ON) 
J ) 


Nous nous bornerons à étudier le premier de ces cas spéciaux, 


savoir æ —0; remplaçons encore 7 par 2h, il résulte, en vertu 
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de (4); 
q—=m 
(—1)2+9 fm 
(62) pBr— Due q Se na027 0) 
q=1 


où il faut supposer par conséquent mont. La formule la plus 
simple de ce genre, savoir 


g=2n+1 


< —1)9+9 fan Hi 
(8) bre D =— de ) Sen (q), 


est due à Kronecker (!). 

Quant aux fonctions d'Euler, nous obtenons des résultats ana- 
logues aux précédents. 

En effet, posons, dans (4) et (5), » +1 au lieu de » et 


GREEN 


ZT 
>’ 
2 2 


au lieu de æ, puis soustrayons les deux équations ainsi obtenues, il 
résulte, en vertu de la formule (5) du paragraphe XVI, 


q= =Im 


(9) plate)= D (7) Pa, 
É ù 7 q (nr +1)! 

q=m : 
(10 E(a)= DC ce) Fn11(T +2p9 +1, 2g) 
D q q (n +1)! 


où 1l faut supposer par conséquent 7» = n +1. La formule la plus 
simple de ce genre est évidemment 


q=n+1 


(EU) D (er SD (TN) Lee ee, 


q (n+i1)! 


q=1 


Posons, dans les trois dernières formules, 


ï 1 2 
= ON T=—1I, Ent TZ —=— >) FEES 
2 9 J 


il résulte des expressions explicites pour les T, et les E, ; nous nous 
bornerons à étudier deux de ces hypothèses. 


(') Journal de Crelle, t. 91, 1883, p. 268-261. 
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; Cou 
Soit tout d’abord + — 0, nous posons, dans (9), 27 —1 à la 
place de », ce qui donnera 


qg—=m 


onpT, (—1)2t4 /m 
(12) un D (7 )Gr9) 
q=A 


où il faut supposer par conséquent MZ227n; soit p—1, on aura la 


plus simple des formules de ce genre 


T q=2?n 
2n (—1)2+9 fon 
(13) — — D ——( Son(2q). 
L'o Pa q NO) 
q=1 
à s , À l S . 
Quant à l'hypothèse x — — => nous posons, dans (9), 27 au lieu 
de #, ce qui donnera 
q—=Mm 
z L ST) 271 nm? \ 
(14) Gr+I)pErz D — )Fen+1(2p4), 
a sh q, 


où 1l faut supposer par conséquent 2 22 n + 1. Soitp = 1, on trouve 
la formule la plus simple de ce genre 


q—=?2n+1 : 
Ju EN em TE PRE | 
(15) (on+T1)E;— 2 Re ; Ton+1(29). 
q=1 
LVI. — Développements de deuxième espèce. 


Prenons ensuite pour point de départ les formules (2) et (3) du 


paragraphe IX, savoir 


S—=1IL 


T 7 
(1) œ+an= D (7) 
sp ; 
$= rt pue P_ 
(2) œ—ane Yu ( ; "Jeu (e 


s=0 


où il faut supposer mZA, nous aurons ces deux développements 
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des fonctions de Bernoulli 


: D /t +1) 
(3): n![Ban(r + a)— Brn(x —1)] = ( }#ve œ), 
Gi 


S I 
S=0 
T+S\, 
Chr (ra Bt 21= Co (T TT) ae) 
S$S—=0 


En effet, l'opération À conduira de (3) et (4) à (1) et (2) res- 
pectivement; soit ensuite, dans (4), æ — 0, la formule donnera une 
identité évidente. Quant à (3), l'hypothèse x — 0 donnera cette 
autre identité : 

n\[Brr1(e) — Brri(a—2a)]| = ar AE (x). 
Posons tout d’abord, dans (3) et (4), x + p au lieu de x, où p 


désigne un positif entier, puis soustrayons les formules ainsi 
obtenues, il résulte respectivement 


S=ImMm 


e T+pP+I) TEEN: 
{5 Sn(T' ÆaEIr, p)— — (x), 
) <h P/ DS ie S+I ) mat bs (a) 
S = nt ù 
à KT THEpES TH S 
6 Sn(T—A4+I = ES %. et eb/2 
(6) se pe Yep (rer) 
s—0 
ee qui donnera pour 4—0, m—n, 
S=1n 
Qi /r+p+i) fx +1 
(7) Sn(T +1, EN = LL! 
BA pie? s +1 SAIS 
de 
S—n 
(8) SEA +1, p)= (rs ro SEE An 
S+I | S +1 à 


d’où, en posant x — 0, 


S=n 


(9) Satp)=Y (ET, )eue, 


==! 


S=n 


msn Sert) ras 


S= 1 


€ nn 0 LE Q 
car «L, (4) s'évanouira avec &. 
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La formule (9) est démontrée dans toute sa généralité par 
Kramp (1), tandis que Fermat à appliqué des cas spéciaux de cette 
formule pour déterminer les p'emières des sommes S,(p): Pui- 
seux (?) à développé la formule générale (5) sans connaître évi- 
demment ni la formule de Kramp, ni la formule beaucoüp plus 
ancienne obtenue de ) en y posant à —:0. 
Posons encore, dans (9), æ=— 32, puis introduisons x au lieu 
de 4, il résulte la formule curieuse 


À get à 
= DHLI—x\ 1l— 
(11 S ) = 1 —( 4} Ne 
) DOME SN ER ENIO) 
S =0 
tandis que la formule (6) donnera, pour æ — 4, le développement 
analogue 
Sr 
; 2 LE + D —S CT +S 
Gr Sa(p)=d (rs ( es | (x). 
/ AN 21 ) NS Ed Se SD 


Quant aux fonctions de Bernoulli, nous aurons, en posant, 


dans (3) et (4), & —0, puis remplaçant mn par n, 


S=7 


; @ NE ES ER ( 
(Cr) R'[Br41(œ) — Brn(—1)] =Y Fe 4 )r 
as = 
SA 


. N/D HS 
(14) n'[B;:41(%) — Br#1(0)] => — E }—S ( ve jar, 


formules qui sont dues à Worpitzky (?). 

Il est évident du reste que la formule (14) est une généralisation 
de la formule (9) de Kramp; néanmoins, la formule de Worpitzky 
est une conséquence immédiate de celle de Kramp, parce que cette 
dernière formule est valable pour une valeur quelconque du positif 
entier p. 

Cherchons maintenant les dérivées des deux membres des for- 


——————————————————————“ûr 


(!) Aindenburg comb. analyt. Abhandlungen, t. ?, p. 365. Leipzig, 1800. 
(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1. 2, 1846, p. 97-488. 
(Ca) 


3) Journal de Crelle, t. 94, 1883, p. 203-232, 


? 2: 
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mules (3) et (4), il résulte 


s 
AT HI ; 
(15) n!Ba(r +2) = Y (em IE 


D 
s=0 
S—=7/t 
- LES ” 
(16) AP ACeCu) =Ù s)2=s D; [( ee )| M?(x), 
S—0. 


d’où en posant x — 0, puis remplaçant + par #, 
S=7t 
= (—1}s—t , 
fr) ! = (27 A, 2 
(tr) BARS ET Lt), 
SA 
S=n 
(— its ; 
8 2 B,(i— x DNA TT 
Es ist ALI | 
s—=0 


Posons encore, dans (16), &æ = 1, il résulte 
SIT 
(19) B,(1— x) =Ÿ 1}2-s sr (Tr), 
s=0 
où nous avons posé pour abréger 


: Il 
(20) Âq = " | 


CAES 
QS1 mi 
se 
| 


Quant aux fonctions d'Euler, nous posons, dans (3) et (4), 
I : - | 
æ — - au lieu de +, ce qui donnera, en vertu de la formule (3) du 
2 


paragraphe XVI, 


SA $ FA 
| = 
RER DER Vr = 7 * 
. pe D AN ee \ = 2 SMIC 
(21) ACTE ETS (or ( | LbE(z), 
SE NEIE EN 
REY U TN 
l n _] \ F L = 
FL ER NU s DES T+S— 
(22) —En(2æm—02)= D (—is ( Lu )-{ 2 | À (2); 
2 nl ] S I ; 
S=0 S'Étent 


. 4 . . 5 » 
posons ensuite 3 — 6 et — au lieu de x. il résulte des développements 
=) 
de He ( æ), w 
On peut déduire d’autres expressions de ce genre en prenant pour 
point de départ la formule (21). En effet, posons, dans cette formule, 


e 


PET UE. 


CHAP. XII. — I XPRESSIONS EXPLICITES. 238 


2 — 6, puis remplaçons & par —; il résulte 
2 


É SR A \ 
QE I ls pont 
(23) OT (LE) — — À? ER > 1 !! LA , 
>) D Dh ti S > 
SEM SET 


Ou , à E A il . 
tandis que l'hypothèse T—=—- donnera, si nous remplacons & 


en) 


ar - 
Por 
| # Sn y, ra : 
(24) — En(æ) = YŸ > Ja (2 “IE 
2°! As 2 
S REE dt " 
Quant à la formule (22), posons en premier lieu x = 1, puis 
2) 


. FR T 
remplacons 4 par F3 nous aurons 


SX 


: ! I 
Re ÿ ASE I 2 s S — — Ë 
(625) AD = IE EN Cry MATE 
I nm (n 1 f É AS 5) 
2 2» 2 Ad à 2 


DSi 


S= 1! 


l : Se 
au lieu de #, il résulte 


posons ensuite æ — 0, puis introduisons 
> 


la formule a nalogue 


S= An f 


! I : 
à (AOEES \: NE L j \ 
(26) 5x Ea(æ) = (— pa > D J-r ( — À: 


\S—+r/ 


s—=0 


Il est évident que l'on pourra déduire un très grand nombre 
d’autres formules de ce genre, cependant nous nous bornerons aux 
formules précédentes parce qu’elles sont les plus simples. 

Introduisons ensuite, dans les formules que nous venons de déve- 
lopper, les valeurs spéciales ordinaires de x, nous aurons évi- 
demment un très grand nombre d'expressions explicites pour les B,, 
To En. 

Or, de telles formules ne représentent qu’un intérêt médiocre, 
parce qu'elles ne donnent généralement aucun résultat d’un intérêt 
véritable pour les nombres en question. C’est pourquoi nous nous 
bornerons à ces indications et à quelques remarques historiques. 

Laplace (!) a donné, le premier, deux expressions de ce genre 


(!) Mémoires de l'Académie Royale des Sciences pour l'année 1977, p+ 109-110 
(1780). 
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pour les coefficients des tangentes; d’autres expressions analogues 
DAS 5 Æ : qe Le 

sont données par Herschel (*) et Scherk (2) et par beaucoup d’autres 


céomètres, par exemple Worpitzky (3) et van den Berg (*). 


LVII __ Développements de troisième espèce. 


Revenons encore une fois à la formule (3) du paragraphe IX, 


savoir 
S=Nr 


* T+S—I 
(On) CDN on | ; }ur (2 
) ; 


EL) 


puis remarquons que la formule (5) du paragraphe VII donnera 


S=n 


/ … 
THa+N—I TON ca 
2 | Sons 
& n nie, 
o— 0 
nous aurons immédiatement 
Sn 
(3) nlE(x —«)— > (—i)rs g,(r)A}(a), 
S—=0 
NY ç 
(n— 5) 
(4°) Ln(r Ha) > _ CS) Er (n), 
s=0 


où g,(æ) est la fonction que nous avons introduite et étudiée dans 
le paragraphe VIT. 

En effet, l'opération à nous conduira de (3) et (4).à (1): 
respectivement, et l'opération inverse de à détermine parfaitement 
les polynomes en question. 

Ilest évident que les deux formules (3 )et(4) nous donnent plu- 


sieurs relations curieuses. En premier lieu, posons, dans (4),2— 0, 


(1) Philosophical Transactions 1814, 1, p. 440-468: 18716, Ikp. 25-45. 

(°) Mathematische Abhandlungen, p. 18-30 (Berlin, 1825); Journal de Crelle, 
t. 4, 1829, p. 299-304. 
*) Journal de Crelle, t. 84, 1883, p. 203-930. 


( 
(*) Verslagen en mededeelingen der koninlifke Akademie Amsterdam, 3° série, 
L. 5, 1889, p. 358-897. 


sGléntant 52 
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il résulte 


S—Tt— | 
(C5) RAC Ÿ Cu S)ICUE;=(), 


5 
—t 


tandis que nous aurons, en posant æ — 0, puis remplaçant & par +, 


. IA 
s 
Wn(æx) (—1}YT 
! NN cr SE An 
(6) n' Sn(r) = HER NT CHR Cr), 
$S=0 


d'où particulièrement pour &—0 


(7) DE Et jrs ETÉ ROSES 


— 


En second lieu, posons, dans (3), « = 0, il résulte 


S—=n 
(8) n! E(r)= dire Leg (æ), 
_ 
tandis que l’hypothèse æ—-—1 donnera, en vertu de la for- 


mule (24) du paragraphe VI, 


(9) lE,(x) = - = AL (x) ss ie LE (æ). 


SA 


Posons encore, dans (4), æ——3—1, puis introduisons æ au 


lieu de +, 1l te de même 


rit? 


(= r\n! 
(10) = =d (—1 s(n—s)l GE) Er (x ), 
en 


formule qui est une généralisation très étendue de (7). 
En dernier lieu, posons, dans (3), 4 — x, nous aurons ces deux 


formules curieuses 


@) DICO LOT 
S=—=0) 
y —2n+1 
, À (—1}" Th 
(12) a (—1Y gs (M) RS (x) = , 


s—0 


Re Er 
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dont la dernière donnera pour + = 0 
s=2n+1 


€ _— 2h — LAN À Ve cs 
(13) Tri Ÿ (prior SAT EE 


LVIII. — Développements de quatrième espèce. 


Il nous reste encore à étudier la formule (10) du paragraphe IX. 


savoir 
s=m+i1 
DES IE jee 
) (= ren (rm ar — LU RLELCS 677 (m=n), 
1) ) æ ) 2 s ) = 
s=0 ù 


formule qui nous conduira immédiatement à cette autre 


(2) (—i)nn [Bruit —a)—Brs—a)] +(—i)ar 
S—=m+1 
— \' LES A Aie (072) le 
DES 'ERS F 
s=0 


car l'opération A donnera la formule (1), et nous aurons de plus, en 
posant, dans (2), æ —0 


(na Vo | œ), 


ce qui est une conséquence immédiate de la formule (15) du para- 
graphe IX, si nous y posons p — 0. 
Soit particulièrement, dans (2), 4 — 6, il résulte 


S$— 771 


VE P à TRS 

3 nn BR = \ Û LA. 

46) (— 1) n'[Brh(r) — Bari(o)] = is | tjs 2: 
St 


le cas particulier m—n de cette formule apparuent à Wor- 
pitzky (1). 

Posons maintenant. dans la formule fondamentale (2), æ+a+p, - 
puis æ + o à la place de x, où Pp désigne un positif entier, nous 


(1) Journal de Crelle, t. 94, 1883, p. 203. 


4 LE. 
: 
4 
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[eE) 
I 


aurons, en Soustrayant les deux formules ainsi obtenues, 


(4) (—i)nrsh(x +1, p) 
sS=m+i 
Ex T+a+p+s T+a+s\ 
== » — al, 4) 
__ mi +1 m+i Fr APE 
S— 0 
154 + ; 
d'où, en posant + — 0, puis introduisant x au lieu de z, la formule 
curieuse 
: sS=m+i 
(5) (—rn18,(p) = Xe ÉOU fie es pan (x) 
ei || m+r m +1 Nan 
S—0 


ce qui donnera DOME RO, MVL 


sS=n<+i 

: + Ss\ 

(6) SES (Pur: 
St 


formule qui est analogue à celle de Kramp. savoir la formnle (9) du 
paragraphe LV. 
Cherchons ensuite les dérivées des deux membres de la formule 


fondamentale (2), nous aurons 


sS=m+i 
A TS 
(—i)-in!B,(x — 2) — Y De ( vb? (x 

A] (et) n( ) AC Û ), 
SL 

d’où, en posañt æ = — 1, puis introduisant æ au lieu de 4, 
ve UZz 

, _ 
; à : , NT (— 1) 5: (772 —s): 4 

(8) nlBatr) = mo bgt(e) + TS mr ti (x), 

10 


où Amy est la somme définie par la formule (20) du paragraphe LVL 


Posons encore, dans (5), æ=—0, puis remplaçons & par æ +1, 


nous aurons celte autre formule, analogue à la précédente, 


« s—m 
- (—1}ss!(m — 5)! 
: 5 TEA : nn 
(a) ñ! B, (a ) AE EI LE 14 (be 1) AT PS DE IN Un DR (x —- 1 ). 
rh ! / 


Quant aux fonctions d'Euler, posons, dans la formule fonda- 

Il . ° 3 x : 

mentale (2), x — -au lieu de +, puis soustrayons les deux formules 
: à 


ainsi obtenues. nous aurons, en vertu de la formule (5) du para- 
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craphe XVI, 


(= D n ! 


(10) E,(2z —24) 
DL 
SIT EN ' 1 
A Eu ER (2) 
M +I 
s=0 ONE LES 
Posons maintenant, dans (10), æ = — 5» puis introduisons æ à la 


place de 24, nous aurons 


S— 771 A) 


TN + 
( 1)#n! : S — — er Lun, {x 
ER je. CN LL ( = à FR ( }» 
(11) 5n n ) ; $ En, À ) 0 ; 


DIS 


SN LE Es © 


tandis que l'hypothèse z—o donnera, si nous remplacons # 


æ 
Par —; 
sS=m+I IL 
nr , THI S — — T+1) 
PDT OC) DO 
2 : 2 NS j 
s =0 1 A D. 
Introduisons ensuite, dans (10), x — 7, puis posons 27 —1 au 
heu de », il résulte la formule curieuse 
T S=IMm +1 e à 
: —1)/#-1 S T+S\ NC 
(13) ere RRN É S \hgt22-1(2) 
228—1 Li He . : 
s—=û , RO SA 


Remplaçons, dans les formules générales que nous venons de 
développer, æ par les valeurs spéciales ordinaires, nous trouvons 
un très grand nombre d'expressions explicites des nombres B,. T,. 
E,, expressions dont Worpitzky (1) a développé quelques-unes. 

Or, les formules en question ne présentant qu'un intérêt médiocre, 
nous nous bornerons à citer seulement les deux suivantes : 


S — y: —1 


D DES à me 
(14 ) B> — PSE PEN uprre 2 (WrEe) n). 
St ; 


(!) Journal de Crelle, t, 91, 183, p. 203-293), 
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obtenue de (8) en y posant æ —o, puis remplaçant # par 2», et 


S I 
= = \l m,2n 1 
cree s 1e 20) Vos 


(m22n—1), 
s=0 \/A + 1 


obtenue de (13) en y posant # — 0. 


CHAPITRE XII. 


DE LA NATURE DES NOMBRES DE BERNOULLT. 


LIX. — Théorème de von Staudt et de Clausen. 


Posons, dans l'identité 


\ f 


nm HI FILE EX 
CRE EE Je"+..+ | }e +1 
I 


successivement 


puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, il résulte la 
formule 


(1) = pi—p=(n+i)Sh(p —1) 
n+Ii\s - In +1) 
= à CPE hr Si(p —1), 
2 CRE: 
due à Euler (!). 
Soit ensuite p un nombre premier plus grand que 7 +1, nous 
aurons la congruence 


(2) Sn(p —1)=0 (mod p). 


On voit, en ellet, que cette congruence est satisfaite pour n —1, 
car nous aurons 


p(p—1) 
SN 


2 
et la conclusion de x à 7 +1 est évidente. 


Ecrivons maintenant la formule (1) comme suit 


à \ 


aa =pSp(a—r)+(h)Syata—1)+..+( P }SiCa 1), 
2 DE ; 
RS 


(‘) Jnstitutiones calculi differentialis, p. 439, Petrograd, 1555. 
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puis désignons par p un nombre premier quelconque, tous les 
termes qui figurent au second membre de la formule susdite sont 
divisibles par p, ce qui donnera la congruence 


A(aPA1—= 1) — "ab" a—= 0 (mod p}, 


de sorte que nous venons de démontrer le célèbre théorème de 
Fermat : 


L Supposons que le nombre premier p ne divise pas le nombre 
entier a, nous aurons la congruence 


14659) al—l—j;=0 (mod p). 


Soit maintenant 


(4) R1= (mod p — 1), 


savoir 
TD) JEU, 


nous aurons, en vertu de (3), 

CAR D UC CIE (mod p), 
ce qui donnera immédiatement 
(5) SC i)=S7,(P — 1) (mod p), 
d’où particulièrement 
(6) Spi(p—1)=p—i=—1 (modp); 


c'est-à-dire que nous aurons toujours 


\ / 


E er Ft (mod p), 
( ) Dn(P l o 


selon que p — 1 est diviseur de 7 ou non. 
Cela posé, désignons par p un positif entier quelconque, puis 


posons dans l'identité 


V'= 7 


n ss 
(ap + per WII 


V0) 


successivement 


46 
NIELS NIELSEN 
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nous aurons, en ajoutant toutes les équations ainsi obtenues, 


D /n) 
(8) S'(ap+sm=Y (% ) Car nv, (p). 
ST = Ù 


Posons ensuite, dans cette dernière formule, successivement - 


A0 12e le 


nous aurons, en additionnant toutes les équations ainsi obtenues, 


VTT 


: E ES Là : £ 
Sa(pq) — 4Sn(Pp)= Dà (hrs tp)ss(g 1), 


V=0 
ce qui donnera immédiatement 


Sn(pgq) Sh(p) Sn(g) nr: 


ny J£ 7 FI 


où 4 est un nombre entier. Or, nous aurons de même, en permu- 
tant p el g, ce qui est permis, 


où D est un nouveau nombre entier, ce qui donnera 


Soient maintenant p el g sans diviseur commun, l'équation (0) 
n'est possible que dans le cas, où & est divisible par g, b divisible 
par p; c'est-à-dire que l'expression 


Sa(?4q) Sn(p) Satq) 


P4 Va q 


est, dans ce cas, un nombre entier. 
Cela posé, la conclusion de 7 à » 1 donnera immédiatement le 
théorème général : 


L. Supposons que les y nombres POSiLifSs enlIeTS Di, pese. Pv 
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ES 
© 


sotent sans diviseur commun, pris deux à deux, l'expression 


Eh") 


Sn(pP1P2 «+. Py) » Sn(Py) 
PiP2-.+ Py Py. 


(10) 


U=-1 


est toujours un nombre enter. 


Quant aux applications de ce théorème, nous aurons tout d’abord 
à définir le rang d’un nombre premier. 

À cet effet, supposons que p soit un nombre premier impair, tel 
que p — 1 divise le positif entier pair 2 7, nons disons pour abréger 
que p soit du rang n. 

Désignons ensuite par »2 un positif entier quelconque, il est 
évident que le nombre premier p du rang n est du rang mn aussi; 
c'est-à-dire que le nombre premier 3 est d’un rang quelconque. 

Supposons, au contraire, donné le positif entier », Pensemble 


des nombres premiers du rang », 
(1 1) A1; À, A3) SO TLA À, 


est parfaitement déterminé. 
Cette définition adoptée, il est facile de démontrer cet autre 


théorème : 


I. Sort w le produit de tous les nombres premiers, égaux 
à on+1 au plus, et soient À1, ke, ...,À,, l’ensemble des nombres 


premiers du rang R, NOUS AUTONS toujours 


Sole I I I I 
PAIE ae Se Don 00 NO Das À 


o) 


(11) 
où 2, est un nombre entier. 


En effet, soient 
2, Pi; P>2; . Py 


les nombres premiers, égaux à 27 +71 au plus, l’expression 


= 


b ; 
Son (®) 2m(1) EN San (Py) 


o 2 ni  Py 


u=1 


, 
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est un nombre entier. De plus, nous aurons, en vertu GENS 


Son(Pu) = 4 (mod py), 


selon que le nombre premier Py est du rang 7 ou non. 
Cela posé, il est très facile de démontrer le théorème suivant, 


essentiel dans la théorie des nombres de Bernoulli : 


II. Soct B, Le ni°"e nombre de Bernoulli, et soient 14, À2, -……, 
À, l'ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons 


Loujours 


(12) CiPBa= Ant ere x 
où A, est un nombre entier. 
En effet, on aura, pour nr —1, 
— B, = re I se ï 52 
: 6 » :) 


ce qui s'accorde bien avec la formule générale (12). Quant à la 
conclusion de n à n +1, nous prenons pour point de départ la 
formule de Jacques Bernoulli, indiquée dans le paragraphe XXX VI, 
savoir 


de Son(®) 2? w22—1 
(19) — = ——— — 
«) 21 + 2 
S—=n—î1 
à OR w?n—2s —1 
so > nn dr ——— [B,;(o)—(—1)2B 
( 28 re qe s( Cl 

s—1 


où &w est le nombre défini dans lé théorème II. 


Supposons ensuite que l'expression (12) soit vraie pour les 
nombres 


il est évident que les produits 
DIE 0 


sont des nombres entiers, parce que l’ensemble des nombres pre- 
miers du rang $ se trouve parnu les facteurs premiers de w. C’est- 
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rt 


: 5 >: : ; 
à-dire qu’il faut, en vertu de (13), démontrer les congruences 
(14) ®2-1=0 (mod 29 +1), Dent. 


A cet effet, soit p un nombre premier qui divise 2q +1, savoir 
24 +1= pr, le produit & contient certainement le facteur pb; de 
plus, nous aurons 


DT 2) T2 Mo (9 g —1)= 4g —122g +1, 29 —124, 


ce qui donnera immédiatement la congruence (14). 

Le théorème fondamental IV est dû à von Staudt Wet notre 
démonstration est une légère modification de celle de l’illustre 
géomètre allemand. Presque en même temps, Th. Clausen (?) a 
énoncé le même théorème, mais sans démonstration, et le Mémoire 
qu'il a promis sur cette matière n’est pas publié, que je sache. 

Parmi les nombreuses démonstrations connues du célèbre théorème 
de ‘von Staudt et de Clausen nous citons celles de Sechläfli (*), 
Lucas (‘), Saalschütz (5), Schwering () et M. Kluyver (°). 


LX. — Applications du théorème fondamental. 


Revenons maintenant à la formule (12) du paragraphe précédent, 


I I I I 


(1) Bar dr t ee L De ee je , 


nous aurons une expression de la forme 


92) pr ; 
> Cr 


où b, désigne le produit des nombres premiers du rang #, savoir 


(oh) Da ANS vie 


1) Journal de Crelle, t. 21, 1840, p. 372-574. ; 
Astronomische Nachrichten, t. 17, 1840, col. 351-352. 
2) Quarterly Journal of Mathematics, t. 6, 186: MP 79-77e 


Cor 

C2) 

(5) 

(*) Vorlesungen über die Bernoullischen Zalhlen, p. . 140. Berlin, 1893. 
(5) 

(5) 

(Gi) 


2 


110 


Théorie des Nombres, t. 1, p. 433-434. Paris, os 
Mathematische Annalen, t. 52, 1899. p. 171-173. 
Thid., t..53, 1900, pe 291-092. 


5 


6 
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Dans ce qui suit, nous désignons pour abréger a, et b, comme le 
‘numérateur, respectivement le dénominateur bernoullien du rang ». 

Quant à b,, 1l est évident que le théorème de Fermat, savoir le 
théorème I du paragraphe précédent, se présente sous cette forme 
générale : 


I. Soient a et n des positifs entiers quelconques, nous aurons 
toujours la congruence 


(4) a(ar 1) =0o (mod D, ). 


Quant à la formule (1), Hermite (1) a donné le tableau 


Æ 
I I I 
B: TO ES 
3 6 


I I I I 
B; = nn = 52 
2 3 5 30 
I I I I 
B; = — + — HE 
2 3 gi 42 
1 I 
B, =—1+ (+5) 
) e) 20 


I I I I I 691 
B; ST Re Re —= : , 
\ 2 5 5 7 13 2730 
1 1\ = 
B; = 2 — ni —< 
2 ) 6 
I I 1 I 3617 
B,=6+(l+i+ze D = ———) 
à ) 17 210 
Û I I l I 13 865 
B, = 56—(L +++ rs 
2 à 7 19 798 


& I I I 15) 746 
Bo= 84 (++ ze) Do, 
2 3 5 Le 330 


tableau qui nous indique quelques propriétés des A, et des B,. 
propriétés qui sont des conséquences de l'inégalité 


27 


Gn+1Bu2( 
2 


JBB, à (n29 )s 


a 
(") Journal de Crelle, t. S1, 1876, p. 95. 
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urée directement de la formule (13) du paragraphe XI, due à 


Euler. 


2 


A ; 1 + 
Ecrivons la relation susdite sous la forme 


(5) > ET Br, 
il est facile de démontrer l'inégalité 

(6) Be hs (n24), 
de sorte que l'égalité 

(7) ; Br—B, (mn) 


n'est vraie que pour m — 4, ñn — 2. 
En effet, remarquons que l'équation quadratique 


a les racines 


on voit que l'inégalité 
n(an—1) >6n+3 


est remplie pour #24, ce qui donnera immédiatement (6). 
Remarquons ensuite que l'inégalité B; > 7 donnera, en vertu de 
(het (6), cette autre 


ATOUT) 
Gr +3 


(8) B, > (72181); 
inégalité qui est du reste vraie aussi pour 7 —8. 
Quant à y,, savoir le nombre des nombres premiers du rang », 


on aura évidemment y,< 7 — 1, ce qui donnera 


Or, nous aurons, en vertu de (8), 


D En md à , 
(10) De (n28); 


) 
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car l'inégalité 


Tn(n—1)  2n +1 


as < 
= > ; Sn?2—11n2—1>0 
6n +5 3 


est remplie pour 727 2. 
Cela posé, il résulte, en vertu de (9) et (10), 


RG Ne RE 
ri es EE 6 6 à 


I I I 1 \ on+I 2n+Ii  2R+I1 
B? 


c'est-à-dire que le nombre entier (—1)"A, est toujours positif, les 
trois valeurs » — 2, 4, 6, seulement exclues. L. 
Les résultats précédents sont trouvés par Stern (!) et 


9 


Lipschitz (?) à l’aide de réflexions entièrement différentes de la 
nôtre. 


LXI. — Théorèmes de von Staudt et de Sylvester. 


Soit p un posiuf entier, la fonction B,(pzx) nous fournit un simple 
moyen pour déduire un autre théorème essentiel dans la théorie des 
nombres de Bernoulli. 

À cet effet, prenons pour point de départ la formule 


S=p—1 
NY (pr—s)r-1 
B T)—B T—_p)— SC ARR PURE 
n(pæ) n(P P) > TREND 
S=—0 
ce qui donnera 
Ba(pæ)—Br(£ LL PRE NN IS (pr) ænvt 
T)— æÆ — = ————— - 
n(?P 112 P P (n =ÆTy ÿss y! fev 
Y=1 
de sorte que nous aurons 
Vv=n 
e (A) PES Co 5 
(1) BA (pr) pre B,(x) + Éns : Se - By), 


VX : 


car les deux membres de cette formule forment, divisés par p", des 
suites harmoniques. 


(') Journal de Crelle, t. 97, 1887, p. 349-350; Bulletin de Darboux, 2° série. 
t. 10, 1886, p. 280-283. ; 


(*) Bulletin de Darboux, » série, t. 10, 1886, p. 143. 


unie. cn don er etre et At aee ere LR ir ER ER 
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Supposons maintenant P=2, puis posons pour abréger 
V= p —2 
; NT (p—Vv —1)(x — 7 
(2) Da(r) = N RO CE IA 
di n! 
V=0 
nous aurons 
( V=p—1 
; ; — j)æ! tt (T—Vv)r 
Dn(T) -— En(T —1) = P ï ne NX 1 
nñ 2 Tv 
ou, ce qui est la même chose, 
MT 


SA DE 1) IV 


y | (n —v)! 
NE 1 


pv: st (— 1)"—1 
On(T)— On(æ—1) = 


ce qui donnera 


VER 


4 A (— 1)" S,21(p —:1 
gn(æ) =D RE DR 


(v +1)! 
Y=0 


Cela posé, multuiplions par p les deux membres de (1), puis 


introduisons, dans (3), 7» —1 au lieu de x, nous aurons immédia- 
tement 


(4) p'tiB,(x)—pBr(pzx) 
v=n—î! 


Ni (—1)}"S,(p — 


1) : ; 
(pr V—1)Br y(x)= 011). 
Ve 
Ve=t 


Remplaçons ensuite, dans (4), À par 2 


70 puis posons + — 0, il 
résulte, après une légère modification, 


\ C1) Ce — er ND SAP 


So (DT 
24 D —2Y 2 LE ) 


(—1)2-1( ) — ]) :. 
—(—1)}2 (on 1)!» 1(0) + . Ssn-1(P —1). 


Multiplions ensuite par p” les deux membres de (5), puis posons 


Di > 
| pr+#i(pim—)lB, 
(6) LCD ) = 


2m 


4 


9 
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nous aurons la formule récursive 


V7 À 
(1) a (PIE > Can, 1 )P 80h —nan(p)= Bn(P), 
V1 : E 


où 8,(p) est un nombre entier. 


Remarquons maintenant que l'expression 


PA(pe=t)B4 OPOD SP E) 
2 ei 12 


(8) GI 


est toujours un nombre entier, pourvu que p le soit, nous aurons 
immédiatement, en vertu de (5), le théorème suivant : 


I. Désignons par p un nombre entier quelconque, l'expression 


pra (p??— 1) PB} 


27 


(9) An(P) = 
est toujours un nombre entier. 


On voit que ce théorème est une généralisation intéressante d’un 
autre, dû à Sylvester (1). 
En effet, Sylvester à démontré que l'expression 


pepe 1)B, 


(10) Yr(P) = ESS 


est un nombre entier, pourvu que p le soit; c'est-à-dire que nous 
aurons, en vertu de I, 


(11) Yn(p)=0 (mod p-1) (n 2°). 


Lipschitz (?} a retrouvé le théorème susdit de Sylvester concer- 
nant le nombre y,(p); mais quoique l’éminent géomètre alle- 
mand (?) ait indiqué, plus tard, la priorité de Sylvester, on désigne 
néanmoins généralement le théorème en question comme appar- 
tenant à Lipschitz. 

Le théorème susdit de Sylvester apparuent du reste à ceux sur 


A 


!) Philosophical Magazine, février 1867. 


(Qu) 
(?) Journal de Crelle, t. 96, 1884, p. 2. 
(*) Bulletin de Darbouæx, 2° série, t. 10, 1886, p. 14r. 
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lesquels feu M. Bachmann (') remarque qu'ils € bisher auf rein 
arithmetische Weise nicht gewonnen werden konnten ». 

Quant à notre théorème L, il est possible d’abaisser, dans beau- 
coup de cas, l'exposant # +1 de p. Soit par exemple p de la 
forme 6m +1, on démontrera par le même procédé, en vertu 
de (5), que l'expression 
2 pri p2r—1)B, 


27 


est un nombre entier, mais la seule règle générale, applicable dans 
tous les cas, est celle indiquée dans le théorème I. 

Revenons maintenant au nombre 4, (p) que nous écrivons sous la 
forme 
PÉROIDA=EN 


(5) CD FT 


2 


où &, et b, sont le numérateur, respectivement le dénominateur 
bernoullien du rang #7, puis supposons que l'indice x soit de la 
forme 
a"(a —1) 
NE) 
2, 

où «a désigne un nombre premier, nous aurons où & — 2, où & sera 
un nombre premier du rang ». Dans ce dernier cas, le dénominateur 
qui figure au second membre de (13) est divisible précisément 
par æ’t!; supposons ensuite que p ne soit pas divisible par 4, nous 
aurons la congruence 


(14) pua-D—1=0o (mod aY+!) 


due à Euler (?). 

Soit maintenant 4 un nombre premier impair, mais quelconque 
du reste, il existe toujours des positifs entiers p, non divisibles - 
par &, tels que la congruence 


9 


Ge) p—1=0 (mod «) 


n'est possible que dans le cas où & est un nombre premier du 


(:) Niedere Zahlentheorie, 1. ?, p. 31. Leipzig, 1910. P 
; À RD = 
(2?) Nov Commentarit Academiæ Petropolitanæ, t. 8, 1700-1561 (1 763), 


P: 102. 
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rang /i, SAVOIr 
(16) 2n —0 (mod p — 1). 


Les nombres p qui possèdent la propriété susdite sont désignés 
comme des racines primitives modulo @. 

Supposons maintenant que l'indice » contienne le facteur pre- 
mier & qui n'est pas du rang », puis choisissons p comme une racine 
primitive modulo 4, la formule (13) donnera immédiatement 


Any — 0 (mod &), 
c’est-à-dire que nous avons démontré le théorème de von Staudt DH 
1 Supposons que l'indice n soit de la forme 
(ge no TD — nn; 


où tous les facteurs premiers de's,, abstraction faite du nombre 
premier 2 peut-être, sont du rang n, tandis que le nombre 
impair B, est premier avec 4h, le numérateur bernoullien du 
rang n satisfait à la congruence 


(18) An—0 (mod B,). 


Adams (*), dans sa calculation des 62 premiers nombres de 
Bernoulli, a retrouvé empiriquement le théorème susdit, sans pou- 
voir le démontrer. 

Désignons maintenant par p et q des nombres entiers, puis 
posons 


: S À 22—1)(g2—1)B 
(19) On(pP; DNUPE N ER Rt ER 
: 27t 


Lipschitz (*) à démontré que 3,(p, q) est un nombre entier, pourvu 
que p et q soient sans diviseur commun. 
Or, c'est une conséquence immédiate du théorème I que ox(p,q) 


est toujours un nombre entier, pourvu que le plus grand diviseur 
Le 
commun de p et q soit premier à 2 b,. 


!) De numeris Bernoullianis commentatio, Erlangue, 1845. 


(3) 
(*) The Scientific Papers of Johan Couch Adams, t. 1, p. 450. Cambridge, 1896. 
(*) Journal de Crelle, t. 96, 1884, p. 3. 
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LXII. — D’autres théorèmes de von Staudt. 


Le dénominateur bernoullien b, est à désigner comme une fonc- 
uon numérique bien définie, quoiqu'il n’est pas possible d'indiquer 
son expression générale, parce que nous ne connaissons dès à pré- 
sent l'ensemble 


(1) À, À», À3, ..., Ày, 
des nombres premiers du rang A. 

Quant au numérateur bernoullien &,, ce nombre semble être 
beaucoup plus compliqué que b,, et c'est la même chose pour le 
nombre entier À, qui figure dans la formule fondamentale 

11 I 
(2) (—iPBr=An+ ++ +... + —. 
2 A1 AE) hy, 

Le théorème IT du paragraphe précédent indique une propriété 
générale du numérateur bernoullien 4,; une autre propriété de a, 
est exprimée par le théorème suivant, où nous avons remplacé y, 


par y simplement : 


I. Le numérateur bernoullien du rang a, satisfait toujours à 
la congruence : 


(1) Var (1) (hat)... (hy—1) 


(LS a — Le _— 
) > CAT I—r) (RAI — 1)... (AS Cr 


(mod à, ). 


Il est très intéressant, ce me semble, que le second membre 
de (3) ne dépend que des nombres premiers du rang n. 

Quant à la démonstration de la congruence susdite, elle peut être 
déduite de la formule fondamentale (2). Or, nous ne nous arrêtons 
pas à une telle déduction du théorème 1, parce que la congruence 
en question se présente comme une conséquence immédiate d’une 
autre formule générale, nous le verrons dans le paragraphe LXX VII. 

Quant aux deux nombres &, et b,, von Staudt a découvert une 
autre congruence, que nous avons à généraliser un peu. 

A cet effet, nous prenons pour point de départ la formule de 
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art 


Jacques Bernoulli, écrite sous la forme suivante : 


(an +1)S2n(@ —1) 


Sr 


il > 2n +1) Æ 
— qa?2n+1 — ( ste ) a? + ET a 4 ) B,a?- 25+1 ; 
> 2 


SA 


soit ensuite & — 4, nous aurons par conséquent 


d 2 +I 
(4) (ir i(on +1)S:»(3) = 4(2n +1)B, — 61( 3 ) Br 512K, 


” 


où Æ désigne un nombre rationnel, dont le dénominateur est impair. 
Posons ensuite, dans (4), 


An-1 
Br — > LÉ — , 
20n-1 


pus multiplions par b, les deux membres de la formule en question, 
il résulte la congruence 


AnN?— 1 ay10} 


2 
) 


(51) (2 +I)Aan—167 
S ni 


— —lf{c En 
zu CPR = Use 22n + 32) (mod 256). 


Soit maintenant 7 un nombre pair, savoir » = 2m, et soit m2, 
nous aurons, en vertu de (5), en divisant par 27 +1, 


1 gén 
(6) ne Sr 2 (mod 32). 


Or, la formule binomiale donnera 
340 — (1— fn 1 — 48m (mod 64); 
c'est-à-dire que la congruence (6) deviendra 
Aim= (24 M —1)bom (mod 32) 
ou, ce qui est la même chose, 
(7) Aam + (SM +1)boy == 0 (mod 3) (mo). 


Quant au cas exelu » — 1, on aura 
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ce qui donnera 
da + db; = 16, 


savoir la congruence 
(8) A2 + bo = 0 (mod 8). 
Étudions ensuite le cas où n est un nombre impair, savoir 
RM EI (=), 


il résulte, en vertu de (5), 


T2 3272-72) 
9) À 9 pn+1 = 16 = ———————— (mod 32 je 
à 2) 


\ 
dans ce cas, la formule binomiale donnera 
GAP (1 — 4) 9 + Bot (mod 64 ), 
d’où, en vertu de (9), 
domi = (21+ 40m )bD2»+1 (mod 32) 
ou, ce qui est la même chose, 
(10) ami (SM —11)0sm+1 = 0 (mod 32). 


Quant au cas exclu ne — 0, on trouvera directement 


I 6] 
Bi => FRE DRE" 
6 
ce qui donnera 


(un) + b1=0 (mod 4). 
Cela posé, nous avons démontré le théorème suivant : 


IT. Soit m1, les deux nombres a, et b, satisfont aux con- 


gTruences 
\ dam+i — (8Mm—11)bant1= 0 (mod 32), 


(12) 


9: 
l Aom+2 = (8m +1)Damrs = 0 (mod 32). 


Appliquons ensuite la congruence spéciale (8), il résulte Les deux 
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congruences dues à von Staudt (‘) 


{ Go m + V2m = 0 (mod 8). 
(13) ; : 
122 | aim+1 + 3 02m+1= 0 (mod 8), 
où il faut supposer m21. 
On voit du reste que les congruences de von Staudt se présentent 


sous cette autre forme plus élégante, mais moins générale, 
(14) an+(—1)tbn=0ù (mod) (TOREN 


Revenons maintenant à la formule fondamentale (2), que nous 
écrirons sous la forme 


(15) (—i)Bi= Ant = + —, 
> 


le numérateur 4, est évidemment la somme des y, produits formés 
de v,— 1 facteurs inégaux pris parmi les y, nombres premiers du 
rang A. 

Supposons ensuite que s parmi les nombres premiers du rang » 


soient de la forme 4m +1, + de la forme 4m+-3, de sorte que nous 
aurons 
SH T— Va, 


il nous reste à étudier séparément les deux cas suivants : 


0 


1° rest un nombre pair, ce qui donnera 


(16) bn—4K +1, 


tandis que d, contient précisément 5 termes de la forme HUE, 
obtenus en supprimant un des nombres premiers de la même 
forme, et + termes de la forme 4u—+3, obtenus en supprimant un 
des nombres premiers de la même forme; c’est-à-dire que nous 
aurons 


(17) du=sd +3T=vn+oi=v (mod 4). 


2° + est un nombre impair; dans ce cas nous aurons 
(18) DUREE, 
tandis que d, contient s termes de la forme Au +3 et x termes de la 
“, 


(") De numeris Bernoullianis commentatio altera. Erlangue, 1845. 


hi 
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forme 4u + 1, de sorte que nous aurons ici 
(19) dn=35 +rT=vVy+ 20 = 0 — y, (mod 4); 
car le nombre 
est impair. 
Cela posé, la formule (15), écrite sous la forme 


(— ta, L'e4.d2 
+ 
20, 


donnera immédiatement 


din I don 
= += = An+I- , 
202n 2 UE 
don +1 3 donna 
(5 Sri = Aonri—1+ ——; 
202n+1 2 Drn+: 


de sorte que nous aurons, en vertu de (13), 
(20) Anbn+(—1)bn+dn=0 (mod 4), 
où 1l faut supposer x > 7. 
Soit maintenant + un nombre pair, 1l résulte, en vertu de (16) 
] ? ? / 
et (17), 
( 21) APE (— Da (— Tr) T1 (mod #) 
tandis que l'hypothèse + impair donnera, en vertu de (18) et (19), 
—A,;+(—i)1+2—Vy,=0 (mod 4) 
ou, ce qui est la même chose, 


(22) An+Vn=2—(—i)t=(— 141 (mod 4). 


Cela posé, nous aurons, en veriu de (21) et (22), le théorème 
déduit par Stern (!) à l’aide d’une longue suite de congruences 


compliquées > 


HI. Le nombre entier À, qui figure dans la formule fonda- 
mentale de von Staudt et le nombre v, des nombres premiers du 


(:) Journal de Crelle, t. 81, 1856, p. 290-291. 


NIELS NIELSEN 
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rang n salisfont à la congruence 
(56) Ant+Vn=(—1)"# 1 (mod 4). 


On voit que le théorème [IT donnera immédiatement cet autre, 


dû à von Staudt (!) : 


IV. La somme AÀ,+ y, est toujours un nombre impair. 


Telle est notre connaissance très modeste de la nature des 
nombres À,; dans le Chapitre XVIIT nous avons à développer une 
suite de formules qui contiennent les A,, mais ces formules ne 
disent rien sur la nature des nombres en question, parce qu'elles 
expriment des propriétés communes aux coefficients des formules 


récursives pour les nombres de Bernoulli. 


LXIII. — Des nombres T, et E,. 


La généralisation du théorème de Fermat, savoir le théorème I 
du paragraphe LX, donnera immédiatement cet autre, dû à 
Euler ee 

I. Ze nombre 


(1) tn = 2(2°%—:1)B, 
est toujours entier et impair. 


Appliquons ensuite la formule eulérienne 


(2) DER RES 


27 
ce qui donnera, en vertu de (1), 
À note 
(3) în= 922 ? 


il résulte ces deux autres théorèmes qui semblent être donnés 


(*) De numeris Bernoullianis commentatio. Erlaague, 1845. 
(?) Znstitutiones calculi differentialis, p. 495 (Petrograd, 1755); Opuscula 
ec 9 2=3 ty Û £: 
analytica, LU *, p. 279 (Petrograd, 1785). Comparez la remarque de Stern 
(Journal de Crelle, t. 88, 1880, p. gx). 
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explicitement par Worpitzky CU 


Il. Le nombre entier t, est divisible par tous les diviseurs 
imoairs de l'indice n. 


HI. Soit l'indice n de la forme 
(4) DRE 1) pe), 


nous aurons LouJours 
(5) Th= 222-P-2(2Q +1). 


Remarquons, en passant, que la formule (28) du paragraphe X VIII 
donnera une expression directe du nombre {,, savoir 


S=7n—1 


k DANCE 
(4) tn = En — > ( }ars BE, 


25 


St 


Quant à la nature des coefficients des tangentes, les formules 
récursives (13) et (15) du paragraphe XXXVIIL, savoir 


S—=n—1 
> ee D( 21 Es 1) 328, —(—1)2(2 — 3211), 
À 2 
s—0 ; 
ST 1 
D ( oo) Tres Tri 5 En — (1) 4 (BU — 2) 
S—=0 


donnent des éclaircissements intéressants. 
En effet, on aura immédiatement les deux congruences 


{| Th=(—1)*2 (mod 9) Robe 


(7) | T,=—1—(—1)#2 (mod 5) (ren) 


tandis que nous aurons particulièrement, pour 7 —1, 


(8) T,=—2 (mod 3), 


ce qui donnera le théorème : 


(1) Journal de Crelle, t. 94, 1883, p. 203-239, 
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IV. Les coefficients des tangentes se présentent sous la forme 


(9) Ton = 22(30 À +1), 
(10) To, = 904 + 2, 


el pourvu queen 1, 


(11) Ton = 180 / + 92, 
où h, k, L, désignent des entiers non négatifs. 


En effet, les congruences (5) montrent clairement que T,, est 
un nombre de la forme 45m, ce qui donnera (10), parce que 
T,, est un nombre pair. Soit ensuite » >> 1, T,, est divisible par 4; 
c’est-à-dire que le nombre Æ doit être impair, et nous trouvons 
l'expression (11). 

Quant à To»,,, on aura immédiatement, en vertu de (=), 


(12) Toni = 10 +1. 


Or Tops étant un nombre de la forme 2'*(24 +1), on aura, en 


vertu de (12), pourvu que n221,: 


151 +1—=0 (mod 16), 
ce qui donnera 


UT ET, 15 +1=16(15m1 +1), 
et ainsi de suite. 


2 ; : : 
Etudions maintenant les nombres d'Euler; les formules récur- 


sives (11), (15) et (30) du paragraphe XX XIX, savoir : 


S=n—1 
NOTE EN ReS 
> a (7 )B ne Cp (arret = gen), 
S—=0 1 % 
S=n—1 
ÉDITL A ARE LS 
D ŒUE 2e JE Eu = 5Tu+ (—1)e(3 — an -t)an, 
S=0 
S=n—|! 
Fe x Éè è 2n ee —1}2 
(an+i1)E,—+ > CHER een 
S=1 5 
donnent les congruences 
(13) En (—i)t2=(—i)t#i (mod 3), 
(G) Es (i(- 1413 «(mod5), 


(15) (2n+1)En=(—1)t (mod 4). 


CHAP. XIII. — DE LA NATURE DES NOMBRES DE BERNOULLI. 261 


On voit du reste que (15) se présente sous cette autre forme plus 
élégante 


(16) B,—1 (mod 4); 


celte congruence est due à Sylvester (!).. 


à 7 . AT a x 
Cela posé, nous aurons immédiatement ce théorème, analogue 
au précédent : 


V. Les nombres d'Euler se présentent sous la forme 


(17) Esp = 60h +1, 
(18) | Ein = 60 # + 5, 


où het k désignent des entiers non négatifs. 


Ce théorème est généralement attribué à Stern (?). Or, il faut 
remarquer que Scherk (*) a déjà indiqué des expressions de la forme 


(19) Esns1— 30h 7, 
(20) EE, —304 +2, 


et il est évident qu’une combinason de ces résultats et de la con- 
gruence de Sylvester donnera immédiatement les expressions (15) 


et (18). 


(!) Comptes rendus, t. 52, 1861, p. 212-214. 
(2) Journal de Crelle, t. T9, 1875, p. 67, 75. 
(*) Mathematische Abhandlüngen, p. 21-24. Berlin, 1825. 


CHAPITRE XIV: 


LES CONGRUENCES DE KUMMER. 


LXIV. — Applications du théorème de Fermat. 


Dans le Chapitre présent nous avons à étudier des expressions de 
la forme 


sS=Im 


SRE 
(1) Q Die 
x = 0 
où m est un positif entier fixe, quel que soit », tandis que niles #, 
ni les K, ne dépendent de n. 


Soient ensuite y et x des posiufs entiers quelconques. il résulte 
immédiatement, en vertu de (1), 


S—=YV S—=In 
X s=—=0 ex 


ce qui donnera, en vertu du théorème généralisé de Fermat, savoir 
le théorème I du paragraphe LX, cet autre théorème, essentiel dans 
les recherches suivantes : 


I. Soient, dans (1), tous les k, et les K, des nombres entiers 
qui ne dépendent pas de n, et soit À le positif entier le plus 
grand qui satisfasse aux deux conditions 


@) X<n, À£y, 


les nombres Q, satisfont aux congruences 


S 


(4) DEN Fe loue (mod b}); 


er 


où b, désigne le dénominateur bernoullien du rans Le. 


CHAP, XIV. — LES CONGRUENCES DE KUMMER. 263 


Cela posé, il est évident que les trois nombres 


MEDo:()a-s» 22) 
S—=0 
SE, 
! q > 
S—=0 
S—=q—1 
mn me. Re te m ee PE | Éa n 
S of") 
S— 0 


qui jouent un rôle fondamental dans les développements du Cha- 
pitre XI satisfont, quel que soit le nombre g, aux congruences 


SW 

; CLS A 5: 

(5) as: () Lyt#t =o (mod b} U.)» 
$S=0 
=) 

(6) Ve =Y 1x (0 )are —o (mod 6), 
S—=Y 

(73 un => (C0 % je PTE G (mod bi). 
s —=0 


Dans ce qui suit, nous avons à appliquer d’autres résultats tirés 
directement de l'identité (2). À cet effet, soient & et b des positifs 
entiers sans diviseur commun, et soit p un nombre premier du rang n», 
qui ne divise pas D, nous aurons 


à 27 
5 |(&) a ]évs = a(añr 1) — a(om—), 
) 


et le second membre est évidemment divisible par p. Dans ce qui 


suit, nous écrirons par conséquent simplement 


214 
(8) 21 (5) 1] (mod p). 


/ 
Cette définition adoptée, nous aurons, en vertu de (4), cet autre 


théorème : 


Il. Soient, dans la formule (1), tous les k, et les K, des frac- 
tions irréductibles, dont les dénominateurs sont premters avec le 
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nombre premier p du rang n, nous aurons, avec la définition (3) 
du nombre }, 


S= YV 


à V è œ à 
(9) > A (?) Qp+2su = 0 (mod p}). 


Ss=0 


Dans nos recherches suivantes, nous avons aussi à appliquer 
d’autres formes des congruences (2) et (9). A cet effet, posons pour 


abréger 
Li 
e r 
(10) Mar— > (— 1} : Qn+osu, 
s—=0 
S =? 
TE 2 
(11) Nair = > (EF : OPEN 
sS=0 


où w désigne un nombre complexe quelconque, différent de zéro, 
nous avons tout d’abord à démontrer les deux identités, inverses 
l’une de l’autre, 


ST 


> e ; À > : L 
(12) Nr=d — 1) É ) (2 1} Mh2su,r—s 
s—=0 


S=7" 


(13) My,r > () Cote 1) Ness res 


s=0 


Quant à la formule (12), introduisons, dans le terme sommatoire, 
qui figure au second membre de (11), 


D'—E y 


be [Cort r) += YŸ (;) (o8— 1}, 


vV=t 


ordonnons ensuite, d’après les puissances (624 — 1)”, puis appliquons 


l'identité évidente 
TE SNS Fe T — y 
SA NU EN ENS VIE 


nous aurons la formule (12). 


Pour démontrer la formule inverse (13), nous multiplions par 


V=Ss 


1=[o?t— (@2B— 1)]S = — 1)Y (:) DV) (DU — 1)" 


==i0) 


métis 
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le terme sommatoire qui figure au second membre de (o);vettle 
même procédé que dans le cas précédent nous conduira à la for- 


mule (13). 


Cela posé, nous aurons immédiatement les deux théorèmes : 
1 


IL. Supposons remplies les conditions indiquées dans le 
théorème 1, puis supposons que w soit un nombre premier avec 
le dénominateur bernoullien du rang x, les deux congruences 


(14) Myr=0 (mod bi), 
(15) Nu,r=0 (mod bi) 


sont équivalentes. 


IV. Supposons remplies les conditions énumérées dans le 
théorème 11, puis désignons par w une fraction 1rréductible 
dont ni le numérateur, nt le dénominateur ne soient divisibles 
par le nombre premier p du rang p, les deux congruences 


(16) M},:= 0 (mod P?}), 
(17) Nn,r= 0 (mod pÀ) 


sont équivalentes. 


Dans ce qui suit, nous avons encore besoin de quelques autres 
résultats tirés des congruences (2) et (9). À cet effet, posons pour 
abréger 
{ ho(x) =1, 


(8) l'hy(æ)=æ(æ—1)...(æ—q +n), 


nous aurons à étudier l’expression 


S=7/ 


(19) Ar Dix (7) tn + asu) On 


s'—=\0) 


Les identités évidentes 
DA Th (n+asu)—2rm M) (nee asu) 
(n+2rp—g) s (4 Û Î s qg\ Î 


— () ic + 25h), 


‘ 
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où 1l faut supposer o£s£r—1;,et 


(n+oru—ghq(n+orp)= hq;n(nr+2ru) 


donnent, quel que soit g, la formule récursive 


(20) (n+2r—q)Agr—2rpAgr = Ag+,r. 


Cela posé, la conclusion ordinaire de q à q +1 donnera immé- 
diatement, en vertu de (2) et (9), la congruence plus générale 


SET 
(21) Ÿ-- nr(?) (" ne eh) Qhrosu—=0 (mod pra), 
ë es q ÿ 
s—10 


où p désigne un nombre premier du rang , et où il faut supposer à 


la foisig eur et. g 0h 


LXV. — Applications sur les fonctions de Bernoulli. 


Pour donner une application intéressante des théorèmes généraux 
que nous venons de démontrer, nous prenons pour point de départ 
ou la formule (4) du paragraphe LVI, savoir 


S—"N 
N T+S 
n'[Br41(T) — Brv(o)] =) ins ( Re }-ve (DER); 
\ 
sS=1 


ou la formule (3) du paragraphe LVIIT, savoir 


$S=n 
, ; T+S : - ‘ 
n![Brri(x) — BrH1(0)] = (— pur N D RRENC (=): 
md \ M +1: ; ù ; 


SA 


Posons ensuite, dans ces formules, 
(1) T=— -; 


où get y désignent des positifs entiers sans diviseur commun, nous 
avons tout d’abord à étudier le coefficient binomial 


un 
Le A 

(2 ie Pa 
To B’ 
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Pr désigne un positif entier quelconque, tandis que la fraction 
qui figure au second membre est irréductible. Ces définitions 
adoptées, je dis que le dénominateur ne peut contenir d’autres fac- 
teurs premiers que ceux qui divisent +. 

l 


En effet, il résulte, en vertu de Go), 


soit ensuite p un nombre premier égal à 7° au plus, qui ne divise 
pas y, et soit p7 une puissance de p égale à r au plus, nous aurons 


r = ap1+ b (A2: 0<D= pt 1). 
Cela posé, il est évident que les &« multiples de p7 
PES COS SO EN 


se trouvent parmi les posiufs entiers de 1 à r. Etudions maintenant 
l’équation indéterminée du premier degré 


—YTÈE2=pIY, 


cette équation admet des solutions entières de x et y, parce que y 
et p{ sont sans diviseur commun; soit ensuite æ, la valeur de # qui 
satisfait à la condition 


O£=æZi=pl—1, 


une valeur quelconque de x se présente sous la forme 


TA Te ET 


où s désigne un entier quelconque; c’est-à-dire que le numérateur 
de la fraction qui figure au second membre de (3) contient précisé 


ment comme facteurs les &« multiples de p7 


LE a—7y(æ + spl) (o£s<a—1), 


Ces résultats obtenus, il est évident que la puissance p{ disparaîtra 
dans la fraction irréducetible qui figure au second membre de (2), 
de sorte que B ne peut contenir d’autres facteurs premiers que ceux 
qui divisent y. 

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant, essen- 


tiel dans nos recherches sur les nombres B,, T,, E, : 
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I. Désignons par 4 et y des positifs entiers sans diviseur 
commun, par p un nombre premier du rang p qui ne divise 
pas y, et par net y des positifs entrers quelconques, les nombres 
rationnels 


TS 
= 
— 


a : : 
0,=n! Le = Æ }— Bu (o)] 


\ Ur 


satisfont à la congruence 


S=Y 
\ 


(5) De 1) (a Qyrosu = 0 (mod p} }, 


S—0 


où est le positif entier le plus grand qui satisfasse aux con- 
ditions 
(6) À <y, AESTTe 


En effet, prenons par exemple pour point de départ la première 
des deux formules générales que nous venons d'indiquer, 1l résulte 
une expression de la forme 


(7) o,= d'k(a, y) L? (men), 


S—1 


où les Æ,(@, y) désignent des fractions irréductibles qui sont indé- 
pendantes du nombre », et dont les dénominateurs ne contiennent 
d’autres facteurs premiers que ceux qui divisent y. 

Appliquons ensuite la formule (5) du paragraphe LXIV, nous 
aurons 


=" S=T71 
&  er()ouaus Yrtanis=0 (mod ph, 
S—0 s=1 


ce qui est précisément la congruence (5); et l’on voit du reste que le 
nombre arbitraire 7» est à choisir tel quemz?n+oru. 


«, 


: ; œ A à 
Posons maintenant, dans (4), =; puis = à la place de , et 


soustrayons ensuite les deux équations ainsi obtenues, il résulte une 
expression de la forme 


S$S—=71 


(9) nlEn(—E)= Yu nat (nr), 
i 


S—=1 


ga 
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où les /,(%, 7) sont des fractions irréductibles. qui ne dépendent 
pas du nombre », et dont les dénominateurs ne contiennent d’autres 
facteurs premiers que ceux qui divisent Y: 


"a » * ü x 
Cela posé, nous aurons cet autre théorème, analogue à 1 : 


IL. Supposons remplies les conditions indiquées dans le théo- 
rème 1, les nombres rationnels 


< (e à 
! 1! A 
(10) GRAUE; (- =) 


(11) de 1)s ( h Ohpoçu = 0 (mod pà). 


Il est digne de remarque que les nombres rationnels Q,, définis 
par la formule (4), jouent un rôle fondamental dans nos recherches 


suivantes sur les résidus quadratiques 


LXVI. — Des coefficients des tangentes et des nombres d’Euler. 


Il est évident que les deux théorèmes généraux, que nous venons 
de démontrer dans le paragraphe précédent, conduiront à plusieurs 
applications très intéressantes. 

En premier lieu, posons, dans la formule (4) du paragraphe LXV, 


DUT: Y = 2, 


puis introduisons 27 — 1 au lieu de », 1l résulte 


ce qui donnera, en vertu des théorèmes I du paragraphe LX et T du 
paragraphe LXIV, 


S—=7/" 


G) dC- 1)s (*) Trtsu = 0 (mod bi} 


5 —0 


où b, désigne, comme ordinairement, le dénominateur bernoullien 
du rang , tandis que } est à déterminer comme le positif entier le 
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1 


plus grand qui satisfasse aux deux conditions 


, 
IA 


(2) À<on—1, } 


Remplaçons, dans (1), le module b, par p—2}+71, supposé 
premier, la congruence ainsi obtenue est due à Stern (°). 
En second lieu, posons, dans la formule générale (4) du para- 


graphe LXV, 


puis posons 27 au heu de x, nous aurons 


(—1)2 E; 
LS CITES Pl 

ce qui donnera 

$=r? 

u a Mal x 

(5h) DE: su F Entsu= 0 (mod bé), 

s—0 ÿ 
où 1l faut supposer à la fois 
(4) À<o2n, NT 


Remplaçons, dans (3), le module b, par p—2u<+1, supposé 
premier, la congruence ainsi obtenue est due à Kummer (?). 

Appliquons maintenant la congruence (21) du paragraphe LXIV, 
nous aurons, en vertu de (1) et (3), 


= 


L ea Le n+su Re NUE 
(5) 2 1) je ) ( . Trrsu= 0 (mod pr 4), 
x a r n+Ssu 
(6) Cire ) ( re ) Ey+su = 0 (mod Àx—q) 


où Pp désigne un nombre premier du rang u, et où il faut supposer 
JANET D. 

Soit encore, dans (1) et (3), 7 —1, il résulte les congruences 
spéciales | 


(7) Enru=(—18E, (mod by), 
(8) Tru = (—1)T, (mod by), 


(*) Journal de Crelle, t. 88, 1880, RAGE 


(°) Journal de Crelle, t. 41, 1891; p.372. 
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) x 
d’où, en supposant 7 = 1, 


à 


(9) Tux = Eur = (— 1}4 (mod by); 


cette dernière congruence qui correspond à Ty a été observée par 
Saalschütz (!). 
Remarquons, en passant, que les deux formules numériques 
S== 7e 
22H on (mn) = (2m +1) + — 1} (77 (om LiprsE, 
are) Di ) Se (2m +1) E,, 
SE 


QG 4 (Qn) — (2 nm -+ 1)24+1 


S—7r 


V ÉANELR 2n-25+1 [1 } 
+ D (—:1) (2m +1}? Es—(—i)rtaT,, 
S—=1 


urées directement des formules (2) du paragraphe XVIL et (21) du 
paragraphe XXXVI, et où rm» et n désignent des positifs entiers 
quelconques, conduiront sans peine aux congruences (1) et (3). 

En effet, nous aurons 


(10) 22H16, (m)=(—1)"E, (mod 2m +1), 


(11) 22 Gon+i(Mm)=(—i1)MHI IT, (mod 2m +1), 


ce qui conduira immédiatement au but, si nous posons 


2Mm+1= 0. 


Nous avons encore à appliquer la congruence (10) pour déduire 
une propriété intéressante des nombres d'Euler. À cet elfet, posons, 
conformément à la formule (5) du paragraphe XXX VI, 


1# 
4; 


$ = 7 


1—(—1)#= 20(m) = D (—ai}ns, 
s—1 
il résulte, en vertu de (10), 
s=m 
(12) Di) (in 2 Ù in [1 (25)#"] (mod 2m +1). 
s=1 


Cela posé, divisons en deux parties l’ensemble des nombres pre- 


miers du rang 
À; Xe, À3, …. À; 


(1) Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen, p. 165. Berlin, 1803. 
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SAVOIL 


A A ee X—=4a+r, DER 
KR Pate Xs=4a+3, 1£s=£r, 
de sorte que nous aurons GET—=Vy. 
Posons ensuite pour abréger 
« 1 
3) Loir due 
D { " 
- | Tr = D Len re UE 


de sorte que nous aurons, pour le dénominateur bernoullien du 


rang 7, 
(14) Goes 
Introduisons ensuite, dans (12), 
(15) 2m +1—= Ü,, 
puis désignons par p un nombre premier du rang », de sorte que 
(16) br — pq, 


nous aurons évidemment 


On 
M = — =p 


‘c’est-à-dire que l’ensemble des m positifs entiers 
DD HO ee De rie 


contient précisément les multiples suivants de P 


Cela posé, nous aurons, en vertu de (12) 


n 


q—1 
S— s 

(17) Cr) CAE à (— rs (mod p}) 
SL 


ou, ce qui est la même chose, 


(18) L—(—i)t— (— EE, — Cine (I). 
2 
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Soit maintenant, en premier lieu, 
ba= a +i, NU—=0)A, 


les deux nombres p et g sont, en vertu de (16), en même temps de 


x /\ x \ . n'ac ù = 
la forme 4v+-1 ou de la forme 4y + 3; c’est-à-dire que nous aurons, 
en vertu de (18), 


(19) | Ex=0 (mod pp), Dur 
| Es=(—1)t2 (mod p), p=ûr+ 3; 
En second lieu, soit 


b—4a+3, M=2a +1, 


les deux nombres p + 2 et 4 sont en même temps de la forme 4r+1 
ou de la forme 47 +53, ce qui donnera, en vertu de (18), 


»— ("En 200 (2 ) (mod p); 


c'est-à-dire que les congruences (19) sont valables dans ce cas aussi, 
de sorte que nous aurons le théorème, nouveau, je le pense : 


I. Soient k, et l, les deux facteurs complémentaires du 
dénominateur bernoullien du rang n, définis par les expres- 
sions (13), les nombres d'Euler satisfont aux deux congruences 


| E,=0 (mod Æ»), 


(20) 


| E,=(—1)"2 (mod 4). 
Soit particulièrement p—2n +1 un nombre premier, nous 
aurons par conséquent pour 7 pair, Savoir 2 — 2, 
(21) Esm—0 (modp} DENT 
tandis que l'hypothèse n — 2 m +1 donnera 
(22) re (node) P—= Km ES. 


Ces deux congruences spéciales sont indiquées par M. Ely () 

e SE NL + 2 
chose curieuse, cét auteur semble croire que la congruence (3 
de Kummer est due à Lucas. 


) 


() American Journal of Mathematics, t. 5, 1880, p. 34r. 


NIELS NIELSEN 18 


? a 
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Il saute aux yeux que notre méthode générale est en défaut quand 
il s’agit de déterminer les exposants k et ? qui figurent dans les 


eongruences 
s—7 

(28) De 1)S+st ta Th+su= 0 (mod 2#), 
s— 
es 

(24) D — 1)S+Sb Er Er+su= 0 (mod 2/). 
S— 0 


Stern (!) a essayé, le premier, de déterminer ces deux exposants k 
et { qui correspondent à u — 2; cependant, il applique des séries 
divergentes, et il est très curieux, ce me semble, que cette ancienne 
méthode classique ait conduit, dans ce cas, à des résultats parfai- 
tement faux. La méthode donnera, en effet, le résultat surprenant 
que les nombres d'Euler sont des nombres pairs! 

Saalschütz (2) a observé que le résultat susdit de Stern relatif aux 
coefficients des tangentes est inexact. Néanmoins, feu M. Bach- 
mann (#), dans son beau Livre sur la Théorie des Nombres, donne le 
développement de Stern, sans réservations, et il ne me semble pas 
sûr que Bachmann () ait détourné les difficultés en question, dans 
sa Note récente. 

De plus, c'est une conséquence immédiate des recherches 
récentes de feu M. Frobenins (5) et de M. Haussner (©) que les 
résultats de Stern relatifs aux nombres d'Euler sont faux aussi. 

Or, les congruences susdites ne jouent aucun rôle dans nos 
recherches suivantes; de plus, on n’a pas réussi à déterminer 
exactement les exposants Æ et /, mais à donner certaines limites 
inférieures. C’est pourquoi nous nous bornons à renvoyer le lecteur 
aux deux Mémoires susdits et à une petite Note plus récente de 
M. Lôchte Jensen (7). 


1) Journal de Crelle, t. T9, 1875, p. 67-98. 
?) Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen, p. 164. Berlin, 1893. 


(7) 
(*) c 
(°) Niedere Zahlentheorie, t. IL, p. 4o. Leipzig, 1910. 

(*) Archie de Grunert, 3° série, t. 16, 1910, p. 363-3065, 

(D) 
(oh) 
(02) 


A 
Berliner Sitzungsberichte, 1910, p. Sog-847. 
B 


5 
5 


‘) Leipziger Sitsungsberichte, t. 62, 1910, p. 356-418. 
ulletin de l'Académie Royale des Sciences de Danemark, 1915, p. 321-33r 
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. LXVII. — Des nombres de Bernoulli. 


Introduisons maintenant, dans la formule fondamentale (5) du 


paragraphe LXV, »7— 1 à la place de », puis posons successivement 


DENON M: 


Af — 
LT, 


nous aurons, en ajoutant toutes les congruences ainsi obtenues, 
puis appliquant la formule (24) du paragraphe X VE, savoir 


sS=Y—1 
> S rer Te 
Br (ee A — B,,(0) = NT en EL à 
ARS ( (22)! 72241 
s—0 Î 


due à Kummer, 


(2n + 2su)y22H2SV4I 
= ee 4 | 


, Tr yv2n+254 1) B L 
(1) ŸV (— 1)S+st le ) G ea (mod p}), 
où p est un nombre premier du rang u, qui ne divise pas le positif 
entier y, tandis que À doit satisfaire aux deux conditions 


(2) X<O7—=T, À 7. 


Appliquons ensuite le théorème IV du paragraphe LIV, la con- 
gruence (1) se transforme dans celle-ci : 


L'È—Y de 
7 \ (y22H25b — 1)Ba+su TS 
‘ ro 0) (mod pA). 
(6) px À (:) 2R +28 | P°) 
S=0 


Posons encore pour abréger 


ZA (REA 
LS ] = perd. s+st a 
(4) Med (1) le APTE 


tandis que N,., désigne le premier membre de (3), la formule (12) 
du paragraphe LXIV donnera ici 


CET 


ER 8 < 
« Ci) Na,r — C1) Mr + (it ie 1)° Matsu,r—s 


se 
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Supposons ensuite que le nombre premier du rang y ne soit pas 
aussi du rang #, puis désignons par une racine primitive modulo p, 
la différence ÿ?*— 1 qui figure au second membre de'(5), comme 
facteur de M,,,, ne peut jamais être divisible par p. 


De plus, posons . 


> 
(6) B, Hs  _ An+st , 
DAC TRE 


où la fraction qui figure au second membre est supposée irréducuble, 
nous savons, en vertu du théorème de von Staudt, savoir le théo- 
rème Il du paragraphe LXT, que le dénominateur duxsy ne peut 
jamais être divisible par p. 

Cela posé, introduisons dans (5), successivement 


la conclusion ordinaire de 7° à 7° 1 donnera immédiatement la 


congruence 
SR 
42 B +su 
( ù prion ne ‘mod p} 
7) ( ) SET ADS EE nu }; 
S—=0 


où il faut supposer à la fois 
(8) X<on 1, NET 


tandis que le nombre premier p du rang 4 ne doit pas être aussi du 
rang 1. Le cas particulier p = 2u. +1 de la congruence (7) appar- 
tient à Kummer (!). 

Appliquons maintenant la formule (21) du paragraphe LXIV, 
nous aurons, en vertu de CT}, 


r 
(9) de LS È ) Br+su — 9 (mod pri ) 
sS=0 


et plus généralement 


s=r 


; ' 7> + S! 
(10) Don de de Fi) Le 


s=0 


(!) Journal de Crelle, t. A1, 1857, p. 368-3 
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Où il faut supposer à la fois g À — 1 et 4 < p; ces deux dernières 
congruences semblent être nouvelles. 

On voit que la formule (9) est analogue à celles démontrées, dans 
le paragraphe précédent, pour les T, et les FE. 

Soil particulièrement, dans (ghp=au+1,r=t, il résulte 


nBrru=(—1}(nr + u)B, (mod p) 
ou, ce qui est la même chose, 


2nBrry=(—i)(2n —1)B, (mod p); 


soit ensuite U—2m+I1, savoir p—=Am+3, nous aurons, en 
posant dans (11), a = m—+1, la congruence intéressante 


(2°) : Bsmt2 = B»h+1 (mod p), p = 4m +3. 


Revenons maintenant à la formule générale (3); nous avons 
supposé que le nombre premier p du rang 4 ne soit pas aussi du 
rang a. Or, cette condition suffisante n’est pas nécessaire pour 
l’existence d’une congruence de la forme (7). 

En effet, prenons pour point de départ la somme de puissances 


Dr(d) uen Por CSrr EE at, 


nous aurons 


V—7 en 
r 

D — 1} ue ) San+ovu(@) DE — sb)"; 

V0 S— 1 


soit ensuite p un nombre premier du rang f., el SOIt encore = p—1;, 
‘nous aurons par conséquent, quel que soit le positif entier », 


V=T7 


ne | 
(13) De 1) É ) San+avy(&) = 0 (mod p”). 


vi 10 


Or, la formule de Jacques Bernoulli, savoir la formule (22) du 
paragraphe XXX VI, 


$S=m 


SA 0P = 1) — pETE + BE LI cie = (2 a B;p?/" 2841, 


9 NL SI 2 DNS EAN DS 
SA 
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donnera la congruence 
(14) Sam(p —1)=(—1)"1B»p (mod p?), 


pourvu que pZ5, mzI. 
En effet, soit p 25, g 23, nous aurons toujours 


= 0 (mod p?); 


on voit immédiatement que le cas le plus désavantageux est celui 
où p est du rang r, et où qg est en même temps divisible par p. 
. Or, soit p* la puissance la plus élevée de p qui divise q, le déno- 


minateur de la fraction 
152 
À * | 
q 


supposée irréductible, est dans ce cas divisible précisément par p#*#, 
de sorte que nous avons à démontrer que qg — 3 Z 4. 
Or, nous aurons évidemment 


g=p#={[1+(p—1)]*Z21+a(p — 1), 
ce qui donnera, pourvu que p25, 421, 
gq—3=fax—2 24 >. 
Cela posé, nous aurons, en vertu de (13) et (14), pourvu que 2», 


sS=2 


& RP fi 
(109) DOTE (mod p). 


ve 
Soit particulièrement, dans (13), » — o, l'égalité 


So(p — 1) =p —1 


donnera, en vertu de (14), 
" 
(16) D 7 =Ÿ L}S+sb É ) Bus (mod p). 


Je n'ai pas réussi à démontrer que le premier membre de (15 )soit 
divisible par une puissance plus élevée du nombre premier p. 
On voit du reste, en vertu du théorème de von Staudt et de 
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Th. Clausen, que le terme 
I 


10 


disparaîtra dans les formules (no FettrO) 


LXVIII. — D’autres congruences. 


En terminant ces recherches, nous avons encore à indiquer 
quelques autres congruences d’une forme plus spéciale que les pré- 
cédentes, mais utile pour nos recherches suivantes. 

En premier lieu, prenons pour point de départ la formule (13) 
du paragraphe XII, due à Euler, 


s=n—1 


(1) (an +1)Bh= D: (22)8.5, 


Ss=1 


puis supposons. que p —2n—+1 soit un nombre premier, le théo- 
rème de von Staudt et Th. Clausen donnera immédiatement la 


congruence 


s=n—1 


62) > B;B;-= (—1)" (mod p), 


s =1 


car nous aurons évidemment 


DU) 


Supposons ensuite que p —2nr — 1 soit un nombre premier, nous 


I (mod p). 


Il 


aurons de même, en vertu de (1), 


(on+i)Br=2n(2n —1)B:Br1=(—1)"torB (mod p) 
ou, ce qui est la même chose, 
B,=(—1)!-1nB: (mod p), 
d’où, en remplaçant » par nr +1, ce qui donnera p = 2n +1, 


Di = NE (mod p), 


272 2 


(3) 


ce qui est un cas spécial de la congruence de Kummer étudiée dans 


der 
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le paragraphe précédent. J'ignore si la congruence sénérale peut 
être développée à ce point de vue. 

En second lieu, nous avons à appliquer la formule de Jacques 
Bernoulli, écrite sous la forme 


on er 
> Cn) Bnsratste= (1) [or Sann(a)— at nat" Je 


où p—2n +1 est un nombre premier, tandis que le positif entier a 
est au plus égal à p — 1. 
Dans ce cas nous aurons, en vertu du théorème de Fermat, 


s=n—2 


2 A 
(4) (— 1)Sa2s+2B 51 = (— 1) RES EC 2, Res 
L ae PRE a 24 


s=0 


(mod p); 


la congruence spéciale qui correspond à 4 = 1, savoir 


S=n—2 


(5) > (—1)B,-51 = (— DE (mod p), 


s—=0 


joue un rôle dans nos recherches sur les résidus quadratiques. 
Appliquons ensuite la formule récursive (9) du para- 


graphe XXXVII, qui est aussi un cas particulier de la formule 
de Bernoulli, 


SR 


dns (P)n= 2, 


S=T 


OÙ p—2n—+1 est un nombre premier, la congruence évidente 


\ 


NU PR 
p (ile Re (mod p) 


| 


donnera immédiatement 


S=n—1 


(6) DE 


s=1 


CRE 


+ : + (— 1) 1B, (mod p). 


En troisième lieu, étudions les deux formules (9) du para- 
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graphe XX XVIII et (5) du paragraphe XX XIX, savoir 


Sert 
RU OT Eu 
Des Jeu ir 
SI È 
S=nr 

Tone à 
De ee ) TN} 
s—=0 


Où p—2n +1 est un nombre premier, nous aurons immédiatement 
les congruences 
Le, 


(7) Tan E»11=(—1)*  (modp), 


qui représentent un cas spécial des congruences (9) du para- 
graphe LX VI. 

Introduisons encore, dans la dernière des formules récursives 
susdites, 72 — 1 à la place de 7, puis supposons que x soit prennier, 
il résulte 


Br 1 (mod x). 


— 


Cela posé, la formule (11) du paragraphe XXX VIII 
S=n—1 


ae À 
Tai — > y, er ie Er 


s—=0 


donnera, en vertu de (8), 


(9) T2 (mod x), 


où 7 estsupposé premier. 
En dernier lieu, étudions la formule (9) du paragraphe XXXIX 


puis supposons premier le nombre p= 2n+1, il résulte la con- 
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gruence remarquable 


(10) 1 =, (mod p). 


La congruence (8) a été observée par Stern (!), dans son 
Mémoire assez étendu sur les nombres d'Euler. 


(!) Journal de Crelle, t. 79, 1875, p. 86. 


TROISIÈME PARTIE. 


APPLICATIONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


CHAPITRE XV. 


APPLICATIONS DES POLYNOMES SYMÉTRIQUES. 


LXIX. — Formules générales de première espèce. 


Supposons que les zéros 
(1) AC RENTE 
du polynome entier du n°"° degré 
(2) fa) = at aatt + Qt 2, + An 17 + An 
satisfassent aux conditions 
(91) As + An=s+1 = P Sser), 


où p désigne un nombre complexe, différent de zéro, mais arbitraire 
du reste, nous avons, dans le paragraphe XXIV, démontré les for- 
mules générales 

S—=7—1 


s 


HU 


; ‘ TS > \ 2/—25+1 

(5) 0 = > o(,,255) (4) He 
n 

(6) nl)e [eur Le — r) cr | 


Sr" 


S 


es PT at + 
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et 
$S=7/" 
J1 95 ) D 2r—25+1 T 
7 = ) — 1) — dos Tr-s1- 
(7) (— 1)" &rr+1 = ( 1) (ER 2s Lr-s+1 
s—=0 e 


Posons ensuite 


{ So — 11, 


= 
[ee] 
7 


[ 


bs,— ar paolar pu, 


les développements du paragraphe susdit donnent les formules ana- 


logues 
E V=7 =1 : 
| piles À Cat )es 
(9) r \ y V3 
v=—=0 
V=2r+1 2e 
UE ET DIE 
— IN = Sy 
(10) o D ( 1)" , )(2) y 
y=0 
: . I 
(11) (— 1) [sup (r + :) se | 
V=r—1 
27 HI 
— niv ñ RIAD Ie ESS Bis 
>: (es) PAIE Savr+i Dry, 
vV—0 
V=— re 
AT LA NS RRANE 
(2) (— is > (—i1) 2) Sy Tr-,+1. 
2V 2) 
V=0 


De plus, nous aurons, en vertu de la formule de Newton, 
(M0) Sr— AiSr-j + AoSpa—. + (—1) 714; 358 + (—1)Ÿra.—= 0, 


où il faut supposer 1 £r£<n. 
Cela posé, les formules (4) et (9) donnent immédiatement le 
théorème général : 


1. Soit p un positif entier, et soient tous les coefficients a; des 
nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avec p, 
nous aurons les deux congruences 


(4) Ari 0 (mod p), Oo < 7" 


[A 


ITA 


(15) Sat = 0 (mod p), o=7 
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En eflet, on voit, en vertu de (13), que les sommes de puissances s, 
sont aussi des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont 
premiers avec p. 


Désignons plus généralement par 
(16) Déni. dn) 


une fonction rationnelle et entière, homogène et symétrique des 
ñ nombres #; et d’un degré impair, savoir 2N +1, tandis que tous 
les coefficients numériques de ® sont des nombres rationnels, dont 
les dénominateurs sont premiers avec p, nous aurons de même 


ra) DÉS ER 2) — 0 (mod p). 
En effet, la fonction en question se présente sous la forme 


8 y 
AP eee, As 


où les coefficients numériques À,,5,..,, sont des nombres ration- 
nels, dont les dénominateurs sont premiers avec p, et nous. aurons 


de plus 
a+28+3y+.. .+nv=2N+i:; 


c’est-à-dire que l’ensemble des exposants 
PRET si 


contient toujours un nombre impair au MOINS. 
Cela posé, il est très facile de démontrer cet autre théorème 


général : 


Il. Supposons remplres les conditions indiquées dans le théo- 
rème 1, puis supposons que les coefficients a, satisfassent aux 
conditions ultérieures 


(18) &3r—=0 (modp), SRE Te 


nous aurons les trois autres congruences 


(19) Lori 0 (mod p 2); METRE 
(20) Sr —0 (mod p), SR te 
(21) S 1 0A(mMO0dpA); ST SUD 


En effet, appliquons les formules (4), (15) et (9), il est évident 
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que les trois congruences en question sont des conséquences immé- 
diates de (18). 


Plus généralement, on aura de la même manière 
(2) D, à, :..) An) —=0. (MO p2), HEIN EEE 


Appliquons de nouveau les formules (4), (9) et (13), il résulte le 
théorème suivant : 


IL. Supposons remplies les conditions indiquées dans le 
théorème IT, nous aurons les trois congruences ultérieures 


(23) Pr = (2 — r) . (mod p), ÉTAT 
S2» L S2r > 

/ 2r+1 — pe °2r 1 < DEN ; 

(24) FE ( :) : (mod p}), I<TSR 

(25) real 2. (mod p) STE 


Prenons maintenant pour point de départ la formule (13), nous 
aurons cet autre théorème : 


IV. Ajoutons aux conditions précédentes que p soit premier 
avec u.!, les congruences 


(26) S5=0 (modp}), ISSU 


entratnent les autres congruences indiquées dans les deux 
théorèmes précédents. 


LXX. — Formules générales de seconde espèce. 
D x pr à « a sc 1 5 1 
Pour donner une autre application essentielle des polygones symé- 
: Ce ” 
tiques nous prenons pour point de départ le polynome entier 
(1) JT) = a+ aan, |, on -1 © + Aon 
du degré 27, dont les racines 


(2) dis Qu, Fi nn, 
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satisfont aux conditions 


(3) 


As Hon-sh = D (SE 7) 


où p désigne un positif entier. 
De plus, nous posons 


(4)> p(r)=(r—u)(T— &)...(% — x) 


I 


DR — Dior bia, + (rnb x + (—1)"b,, 


ce qui donnera, en vertu de (3), 


P(P)= An+itn+2 Lan; 


de sorte que nous aurons 
(5) bin = ®(p)Du. 


Cela posé, il est facile de démontrer le théorème : 


L Supposons que les 4, soient des nombres rationnels, diffe- 
rents de zéro, dont les dénominateurs sont tous premiers avec p, 
puis Supposons 


(6) din =(— 1} (mod p), 
nous aurons de méme 
(2) D2=(—1)1+ù (mod p). 
En effet, la formule (5) donnera, en vertu de (4), 
(8) (— 1)taon = 0} — brdn-1p + Kp*?, 


où K est un nombre rationnel, dont le dénominateur est premier 
avec p, ce qui donnera immédiatement la congruence (7). 

Quant aux Congruences (4) ED (5); nous aurons cel autre 
théorème : 


IT. Sotent, conformément au théorème précédent, 


(9) ain = (—1J+pQ», 
(10) BA CNPNEE pr, 


nous aurons 


a Q= (#4 (1) Q (mod p}, 
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où nous avons posé pour abréger 


! L [ 
(12) Ni rome 
di LÆ An 


Quant à la démonstration de ce théorème, remarquons que les 
formules (8) et (9) donnent immédiatement, en vertu de (10); 


Qp= bnbn1+(—1)"Q» (mod p). 
De plus, nous aurons évidemment 
brbn1=6ikr= (té, (mod p), 


ce qui donnera la congruence (11). 
Or, il est possible de pousser ces recherches un peu plus loin, en 
démontrant un troisième théorème, savoir : 


IL. Soit, dans la congruence (10), nR+ 3 un nombre pair, tl 
résulte 


(13) b,=+E1 (mod p); 
posons ensuile 
(4) bn=(—1$+pQ;, 
nous aurons 
(15) 205 (—1} an (—i#Q, (mod p). 
En effet, les définitions (11) et (14) donnent 
2Qp=(—1YQ» (mod p), 


et la formule (11) conduira immédiatement à la congruence (15). 
Nous avons encore à étudier les deux sommes de puissances 


RTE er : 
Sp= ti +As +... ar, So = 27; 


(16) 


S,= ai +ai+..,+an, Se 
À cet effet, appliquons l'identité 


St (P— 4) + (p — La)... E(P— an)", 
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qui est une conséquence immédiate de (3), nous aurons, pour/'21, 


q=n—1 


aa) Sp=[1+(—1)']s.+ >. (— 1)9 (rjor-rs, 


q=0 
Remarquons ensuite que les formules de Newton 


Ü Sr — QiSr1 + Qosno—.. + (—i) a si +(—i)ra,= 0, 


MES ME RE , x , 
Libres, À DS 9 —...+(—i1) 16, 8 + (—r1Yrb,= 0, 


où 11 faut supposer 127 =2n, respectivement 1-77, montrent clai- 
rement que les sommes 5, et s!. sont des nombres rationnels, dont 
les dénominateurs sont premiers avec p, il résulte, en vertu de (19), 


Sri = (mod p), 


(19) 
S2r = 25%r (mod p), 


où 1l faut supposer » = 0. Soit 7° 21, nous aurons de même 


Sr — 2S9p 


= —_ 075,,. (mod p). 


(20) 


Il saute aux yeux que l’on peut déduire, de ces formules générales, 
un grand nombre de résultats spéciaux, très intéressants du reste, 
en choisissant d'une manière convenable l’ensemble des nombres 4. 


1° L'ensemble des nombres 


Go. DE nt onto SAN 


ou l’ensemble des nombres impairs 


TS D tue 


-2° L'ensemble des positifs entiers plus petits que p et premiers 


avec D. 
3° L'ensemble des résidus quadratiques ou des non-résidus qui 


correspondent à un nombre premier de la forme 4 m +1. 


Or, les ensembles que nous venons d'énumérer exigent des 
recherches plus étendues; c’est pourquoi nous avons à regarder 
dans les deux paragraphes suivants, d'autres exemples de polynomes 
symétriques. 


NIELS NIELSEN 
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LXXI. — Des nombres A}. 


Regardons, comme première application des formules générales 
développées dans les deux paragraphes précédents, le polynome du 
RDOUCETÉ 


$S= 


(1) AS(æx) = (P)Ce+p—sr 


(2) VA (a) Dh 


où nous avons posé pour abréger 
S—=p 

(3) = (P)cœ—sy. 
Sd 


Nous ne connaissons pas les zéros du polynome en question, mais 
nous aurons évidemment, en vertu de (1), 


ABC —p)=(—1)" AZ (x); 


c’est-à-dire que les coefficients 


satisfont aux formules récursives indiquées dans le paragraphe IX, 
ce qui donnera 


S=r—1 
(D) page À Cr (fhpr-sas, 
S—0 
S=2r7 +1 
(5) = D enr) (2) 
$ > P? 
S= 0 
S=r—1 
D off) À er) magen 
2 
S=r 


2p 2r=1€+1 
(3) (—1)"A3 ner 7) (2) r-2e+ AT 


$S=(0 
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Quant à la nature des nombres À’, la définition (3) donnera 


(8) APP: 


soit ensuite n ? 1, nous aurons de même 


S—=p S=p 
(9) =, ea) st= p » rares 
JS A — 


ce qui donnera, en vertu de (4), la proposition suivante : 


1. Supposons n°1, les nombres A”, satisfont aux congruences 


(10) APl= 0 (mod p), 
(x1) Al 0 (mod p?), 


valables, quel que soit le positif entier p. 


Appliquons ensuite les formules numériques 


=> SCT SL C2 SR red Si 
| ( A ee, 
S—7 it) ll 


(12) 


1 : I I I 
cie Gr (s—ni(h+ies h 
mn 02 s—1 


où les C” sont les coefficients de factorielle du rang s, il résulte, en 
vertu de (9), 
(13) AP (1) 07 1(p)p 


S—p 
 : I 
+ p? Cosi(te let )+nx, 
I 2 CES | 
S=2 
où K est un nombre rationnel, dont le dénominateur ne contient que 
des facteurs premiers plus petits que p. 
Soit maintenant p un nombre premier impair, 1l résulte, en vertu 


de (13), 


(11) D ABt= an(p) (mod p), 
S =] 
+ I I : I 
(15) Rage Leu(p) + DCS + +. —— (mod jo) 
2 


de sorte que les deux formules eulériennes (23) et (24) du para- 
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oraphe XXXVE, savoir 


r=n 
LU eu 2n—2r+1 
San(p) = P= = +Ÿ 227 D RE Lis 
BP: 
r=n f )2 [ ( 1)? 
gare (—1)"-1 (ee =S RM ne LES DR Eu T 
Tan+1(P) = = Sr De or —1 TP - D2u+2 RER 
P=N 


donnent cette autre proposition : 


Soit p un nombre premier impail, NOUS aurons les con- 


£ruences 
Er) n dé 
(16) D AÊr = EE —— (mod p), 
I —r1)2-1(2on +1)T 
(13) — ASNH — RME ere (mod p), 
D? 22 
S=p ( ) Li 
ss VE I Rev OR EN LEA 
(18) DS EE ne Sen er (mod p), 
S—2 


où él faut supposer n 21 


LXXII. — Des nombres ©7,;. 


Comme seconde application spéciale des formules générales nous 
avons à étudier le polynome du degré » 


I UN P 
= NP 2 es te = S ñ RES » 
(1) Fe Te Ca D> 1) (Per ss), 
S=0 
qui satisfait évidemment à l'équation fonctionnelle 


(— 1) 


END EU TES res = AP ( 

AR —p)= dpt (). 

Posons pour abréger 
Le, 
S =p—t1 

ü I “DD 

(2) Chr = dpt — — 1) — s)P+n 
P+ P! 4 P! ( ? s (CP ? 
S—=0 

ce qui donnera spécialement 
(3) Eur = 1, 
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il résulte, en vertu de (1), 


S="n 


I + 
PR Eee ù PTE UE 
FueE à LES À Sp +1 LT, 


Se 0 


= 
Le 


de sorte que nous avons à introduire, dans les formules générales du 


paragraphe LIX, 
2 MU) 
ay —= p+r Tp+1: 


\ 


Cela posé, nous aurons, dans ce cas, les formules récursives 


S = —1 
Fr ep GUN Sr À = 
(5) H—(—ir]esn = > CHR à 
S=0 ï' 
S=2r +1 
: ne 2 OUN D N 2 
(6) Q—= ù (— 1) £ Pas es 
) DEES 7) a2) PEL 
Ss= 0 
SE ) +I 
G) rez (Er) re] 
S—=1I —1] 


— (—1}s Rd FE 27-25 B &2sr1 
\P+2S+i P RES 


> Ù \ 2r—25+1 
à SN ral ME IS ES P Fa . 
(8) ( DE = nl p+2s = D ne 
S= 0 


" l 


Quant aux nombres £°,,,, appliquons la formule (5) du para- 


graphe IX, savoir 
Léttti(r)= p Liti(æ) + (x +p)hst" (x), 
ce qui donnera, en vertu de (2), 
(9) pti = dpt + pds. 
Remarquons maintenant que nous aurons, quel que soit », 


On 
nr 


el 
il résulte, en vertu de (3), la proposition suivante : 


I. Les nombres 27,,, sont des positifs entiers. 


Appliquons ensuite les formules numériques (12) du paragraphe 
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précédent, nous aurons 1c1 
s=p 


—_y}r—1 = I I : 7 
(10) us Sn+ph(p)—p D 5041 (its) +r ; 


=? 


où K est un nombre rationnel, dont le dénominateur ne contient 
que des facteurs premiers plus petits que p. 

Cela posé, la congruence (14) du paragraphe LX VIIT donnera, 
en vertu de (5), cette autre proposition : 


Il. Supposons que le nombre premier p ne soit pas du rang n, 
nous aurons les congruences 


(11) CREED (mod p), 
(12) Cd 0 (mod p?), 
S—p 
I 
3 p+2n | = £i = 
(13) DE (2+ Ed deme 0 (mod), 


où il faut supposer n°1. 


Dans le paragraphe LXX XII nous avons à étudier plus profondé- 
ment les congruences (11) et (12), étude qui montrera clairement 
OI 


2 À . A L n+r = 
pourquoi nous avons remplacé les 4,” par les ©... 


—— ss 522 —. 


CHAPITRE XVI. 


LES SOMMES DE PUISSANCES. 


LXXIII. — Formules de Bernoulli et d’Euler. 


La détermination des sommes de puissances 


+ 


(2) Sn(p)=1*+a2+3n+.. + pr, 


où p et n désignent des positifs entiers, problème apparemment élé- 
mentaire, a occupé les géomètres depuis la haute antiquité, et le 
même problème occupe certainement, même dans nos jours, beau- 
coup de géomètres, dans leur tendre jeunesse. 

Or, le problème susdit, apparemment parfaitement élémentaire, 
est intimement lié avec des problèmes qui sont à regarder comme 
les plus difficiles de la Théorie des Nombres, nous le verrons bientôt. 

Quant aux résultats obtenus au cours des temps, les Grecs ont connu 


les formules 
(p +1 
S;(p) = LA, 


(2) épi en eres, 


2 +1)? ; 
SCD) = EE (sp), 
formules qui ont fourni à Archimède le moyen de démontrer la 


formule 
ami 


(3) DEtæm — (m = 1, 2, 3). 


m + I 


Plus tard, les Arabes ont trouvé le résultat 


p(P+1)(2p +1) 


30 


(4) S;(p) = (3p?+3p—i1) 


ou, ce qui est la même chose, 
(5) 5S;,(p) = S:(p)[6S1(pP) —1]. 


Dans cette dernière forme la formule en question estindiquée par 
Fermat; ce grand maître des nombres a du reste indiqué, le premier 
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que je sache, une méthode générale pour les déterminations des 
sommes S, (p), méthode qui n’est autre chose que la formule de 
Lampe, savoir la formule (10) du paragraphe LVI. De plus, Fermat 
a connu la formule générale 


Dis 
IEEE 


(6) Sn(p) = + An1D + AnepP? +. An,nP; 


ce qui lui a permis de déduire la formule (3) pour une valeur quel- 
conque du positif entier m. 

Presque en même temps, Pascal a démontré, par la conclusion de 
n à n +1 la formule générale (6); sa méthode coïncide avec celle 
que nous avons appliquée dans le paragraphe LIX, pour démontrer 
la formule récursive du paragraphe susdit. 

Or, c’est Jacques Bernoulli (!) qui a donné, le premier, la déter- 
mination générale de S, (p), en indiquant, sans démonstration, une 
formule de la forme 


= 2 
n+-1 = S—1 1 
2 S » pro LINE 1): D +I ete 
(7) #(p) ro dd A+] D So  . 
S—4 


F 


De plus, Bernoulli Fa les valeurs générales des dix premières 


des sommes S, (p), savoir “A 
SA (yo) £- ee Ne 
3 2 
Ss (P) EE Re 
3 2 6 
RETARD: p° 
= p5 # 3 
SAP) EE EE 
d > 30 
£ 6 5 + 2 
Ds p)=£ Re Te en + 
D 12 12 
; : 7 6 5 3 
SE) EEE RR Re 
7 2 2 6 12 
3 8 7 mn n0 aps 
S7 (p)=E UP? ve 7P p? 
Ô 2 12 24 12 
SA D D 
9 2 3 15 9 30 
10 : À Ps 
S9 Ever SO OP RE) PEROU 
10 2 4 10 » 20 
11 10 RE 
CE) ee M RU D LED C . _ po 
MP} nr FES AR 


(°) Ars Conjectandi, p. 93-98. Bâle, LS" 
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tableau qu'Euler (1) a continué jusqu'à S,4 (p); de plus, il a calculé 
les premiers coefficients de l’expression générale de S, (p) jusqu’à 
celui de la puissance pr? (2), £ 

La première démonstration générale élémentaire de la formule (5) 
semble être due à Andreas von Ettingshausen (3) qui a appliqué les 
principes du calcul aux différences finies, mais cette démonstration 
est restée complètement inapercçue. 

Cauchy (*) a de nouveau démontré la formule (7) et en a donné 
plusieurs applications intéressantes, tandis que F. Arndt (5) semble 
avoir appliqué, le premier, l'équation aux différences finies 


(8) Sat) ontp ti) —p", 


méthode qui est intimement liée à notre démonstration de la formule 
en question, savoir en appliquant la fonction B,,, (x) de Bernoulli. 
Quant à l'introduction d’une variable complexe au lieu du positif 
entier p, nous pouvons nous borner à renvoyer le lecteur aux indi- 
cations données dans le paragraphe XV. 
Les sommes alternées 


(9) PP UP EEE UD 2). (=) 17 


ne sont pas étudiées avec le même empressement que les De 
c’est Euler (©) qui a déterminé de telles sommes en donnant les for- 


mules générales 


4 Q Cu 2n 9 p}—9 ): 
(10) DO D ee CT LU 2/41, 
r=1 
Ne 
DES ne 271 ET = 2 
NE) D D 2r—I deg 
hi | 
(= 1)2[r —(—15)PIT 4 
Er D2n+2 j 


(:) Znstitutiones calculi differentialis, p. 59. Petrograd, 1755. 

(2) 1bid., p. 31-33, 433-134. 

(3) Vorlesungen über hôhere Mathematik, t. 1, p. 285. Vienne, 1827. mL 

() Voir par exemple: Résumés analytiques, p.71 (Turin, 1833); Mémotres 
de l'Institut, t. 17, 1890, p. 262, 371, 441. : 

(5) Archive de Grunert, t. 10, 1847, p. 342-344. | 

($) Znstitutiones calculi differentialis, p. 499. Petrograd, 1799. 
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Appliquons maintenant les sommes de puissances plus générales 


{ Sa(2, p)=aæt+(m+i+(r+o2)t+... + (x + p—i), 


sr, P)=p; 


(12) 


| On(T,p)=(@+p—1)—(x+p—02)t+ (x +p—3)—...+(—i1)r tr, 
(Ée)} D D 
ete me 


introduites dans le paragraphe XX X VI, il est évident que les for- 
mules 


(14 > / ; SAUETS JP 
XP, Br1(2 +p—1) —Br(x—1) = n! ? 


(15) Bn(a+p—1)—(—i)En(æ 1) = EST 
donnent une suite d’autres développements pour les sommes de 
puissances numériques. 

En effet, appliquons tout d’abord les formules de Raabe, dévelop- 
pées dans le paragraphe XVII, l'hypothèse x — o donnera, en vertu 
det4) etitro) 


= . » ) = J}2#-+1 
(16) RS fo) ee 
2 +] 
$S=n ; 
(rm È DL ENS : 
NN ns (2% — 2) B,(2p + r)r-2s+#1 
md D +] 25 PES ; 
S=A 
5) DAS (00) 
S=Hh 


2 p + 1)22+2 —1)$ /on—+o 
_ E1 ) +V { ) (2% — 2) B;(2p + 1)22-25+2 
2n +2 mon +0 Se 


sS=1 


—- (—1}? Th 


22n+1 à 


S=n 


(18) 241 on(p)=(2p HP eut Es(2p ins, 


S=1{ 


S—=/7 
ë : | & > 
(9) 20n4(p) = (ap +iamE Very f?r 5 Es (2p + r1)?2-25+1 
= RE” (De 


s=1 


— (— 1) 1+p te 
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Quant aux deux autres sommes de puissances 


s=p 
(0) np) —= 07 (2 r) — > (2s—1}*, 
s=1 
S=p—t1 
L 
(21) POONE D pas ip, 
s —=0 


introduites dans le paragraphe XX XVI, posons, dans (14) et (15), 


= puis appliquons les expressions de B,(x) et de E,(x),ül 


résulte 


(2p —1)21#1 (2p — 1}? 


62) 26n (D) — 


on +I ; 2 
sS=n 
RU HIS LANDE ES 7 71 
> en ae | 25 BD cs. 1)22-25+1, 
S=1 £ 
/ (2p — 1}? 2Dp —1)22—1 
(23) D DER OP 0 
27t » 
1 ( »2T 
ni | Run) 10) PER _ et, : 
25 > nn. D 
S=1t 
J on | 
(210) 2Ton(P) = (2p _— LED (—1)-1 ce ne ) Tao ue . 1)22—25+1 
er 
LL (— 1)2+p E 
sS="nñn 
D = : 
Door DD (— 15"! - FE ) T, (2 p — 12-35, 
S— {1 
tandis que les formules de Raabe donnent 
cn 
=; 
2 n+1 1) n+t , : px 
(26) 2 tn(p) = ur __ D: ns ( ra }es— >) B;(2p}-2s+#1, 


2n ns 
(25) ME AT DE (one FE > »( E;(2p)°2—?5 
s—=1 


+(—iy[i—(— 0 ]E, 


s=n—1 


fan—i\, ee 
(28) dtn-1(p)= (2p}" Yi dr } E(2p>" 251, 


s=1 


300 TROISIÈME PARTIE. — APPLICATIONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 
Dans nos recherches suivantes nous avons plusieurs fois à appliquer 


les formules numériques que nous venons de développer 1c1. 


LXXIV. — D'autres développements. 


Il est évident que les nombreuses expressions que nous venons 
de développer, dans nos recherches précédentes, pour les B,(x) et 
les E,(x), donnent des développements correspondants pour les 
sommes de puissances que nous avons étudiées dans le paragraphe 
précédent. 

Or, nous nous bornerons à étudier les plus simples des sommes en 
question, savoir les S, (Pp) et les sx (p). 

En premier lieu, appliquons les formules (5) et (6) du para- 
graphe X VIT, il résulte respectivement 

: Nr 
(1) San (p)= EX DT (p?+ p}isc1, 
S—0 
SU 
2) Sn(p)= p(p+1) Ÿ Les 


Zi 2?S+l 
s—=0 


(P?+ p ISLE 


où il faut supposer x _1, et où nous avons posé pour abréger 


An,0 = 1, 
MS 


“ n È \ 
3 nm +I Q D—T+I 21 + 2\ 3 
(3) En,s = D (— y ( ) (227—9})B, 
s nl SET SUR, 4 
r=1 
Ba,o = }, 
d'=S 
(4 n mr an 
) Br L NŸ (— 1)" Be 
S ad S—y" Ja \er 
1 = 


les formules (9) et (10) du paragraphe susdit donnent de même 


/ 
P+N (p+s) ser 
à 2 NT (22 — 25 +0 = 
(Dh) Spn(p) = N ( SE lame pa + Dyn-s-t 
(22 +1)(2n2 +2) nd 22s ? 
$S=0 
I 
DEC 
2 NY(272—25+2)6 ; —j}a+pT 
(Gus Ne en ONU TRS RE 2 a mn a en 
(6) Sin+i(p) D Ci isa (p?2+ p}t De 
S=0 
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La formule (1) est indiquée par Jacobi (!), tandis que Prouhet(?) 
a démontré la formule correspondante (5); remarquons en passant 
que ces deux formules se présentent aussi sous cette autre forme : 


Pr 1 

(7) Son+1(p) = Sa(p) >. drrletp)}enrt, 
1'=0 
= n—| 

(8) Son(p) = S»(p) > bair( Sa(p)]="1. 
x —0 


- Dostor (*), qui indique quelques développements spéciaux de ce 
genre, n'a évidemment pas connu les formules générales de Jacobi 
et de Prouhet. 

En second lieu, posons pour abréger 


TD 

An,o = I, An1= ? 
| S—=p—1 
( 4 m2 à ; n 
9) À p,9 pt = Se > (— 1)P5s ] BE 
É 2 sd 2P— 925$ 
S= 1 
An,°p =— An2p+i: 


il résulte, en vertu des formules (25) et (26) du paragraphe XX VII, 


s—=n—t1 
He JODEE fes 
(10) Su(p)= PE > Ads mine 
s==0 
( D 
: AIDE) Fe \ = 
(T1) Sn (p) = EE > 1) Anh,s(p Hi) ct. 


0 


Ladrasch (*) a étudié la dernière de ces deux formules et indiqué 
la dernière des relations (9), sans connaître évidemment l'expression 
sénérale du coefficient A,,p. 

Or, il est très facile de transformer d’une manière intéressante, 
les développements que nous venons de déduire. A cet effet, pre- 
nons pour point de départ la formule (25) du paragraphe XX VII, 


(1) Journal de Crelle, 1. 12, 1834, p. 271. 
(2) Nouvelles Annales, t. 19, 1891, p. 199. 

(3) Nouvelles Annales, 2° série, t. 18, 1579, p. 453-407, 513-518. 

(‘) Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, t. 18, 1880, p. 223. 
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savoir 
sS=n—1 
, T(r +1) ee 
Bae(t) — Brno) = DT DV nn 
Ss=—=0 
puis posons 
sS=n—1î! 


o 
On—1(Z) > A sde 


S—0 
ce polynome est symétrique, et nous aurons de plus 
On—1(0) = Appi,ni = (2 + 1)! B;,(o) 


Cela posé, il résulte les développements 


> 
= 


? 2 
(2) Dn—1(x) =? > À n+1,25 (72 PRIS n)E Es (x }, 


= 2 Ÿ A tee le — 95 —2)! EEE) em K, 


S==0 


où l'hypothèse x — o donnera 


n —3 


= 2 
: « 
K=(n—+1)! B;(0o)—2 NX Antiosmi(r—2s—%)!B;, >, 1(0), 
5 =0 


de sorte que nous aurons 


En-1(p) =? > An+irt1 Sr or-2(p)+(n+1)!B,(o). 


7=0 


(14) 


Ces remarques faites, nous aurons, en vertu de (42), 


=n—1 


LT PIRE DIN 
San+1(P)= ee à Aon+ 2,2» T2n—2} (7 )» 
(Hu), 1 
r=n— 1 


2p(p +1) à 
Pt N Agn41,2rTan—ep1(p) + (—i)i-? (n un :) Rs 


San (p} —= 
DIVX 
1=0 


\ 
\ 
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et 
I ( l'=n—1 
RPÉDECUINS 
| San+1(P) = ven >: Aon+to,2r+1S2n-2r-1(p), 
(16) 1'=0 | 
r=n—? 
2p(p +1) Q - I I 
San (P) = PME ee pe D Azn+1,2r+1S2n—2r—2( D) Le (na SE 2 (» = :) Ba |; 
1=0 ; 


les deux dernières de ces formules sont dues à M. Glaisher (io 
En troisième lieu, posons 


| Aho=1;, Ann 0, 
, <P 
CES AE 
| (—1)Anp=p+i—np +Ù (ps +0 (27), 
S—1 


il résulte, en vertu de la formule (29) du paragraphe X XVII, 


| Sr (p) = d'a dde N Apple, 


27n as 
à ni 
(re \ . l'=2n—k 
TT ENCEINTES ee 
Sen1(p) = Nr Y (— 1)! A h,»(p +1)2 A 


= \0 


et la même méthode que dans le cas précédent donnera ici 


! l'=n—3 
3 Ne Ê nm : 
, p(p=r; S | ; (—i)t n(an —1) 
Son-1(pP ) = = Es = D An,2r+1S2n2;—s(P) Ep SERRE ES Dn=4 le 
= 0 : 
(19) ! Nue | 
e / 39 [0] € 
PEÉUPER)E QUI S (— 1) n(2n —1) 
S2n-1(P) re . NX Aer C2n—2r1(p) ; Br: 
1'=0 


Quant aux sommes alternées 5, (p), les formules (35) et (36) du 
paragraphe XX VIIT donnent 

1'=2n—2 

San(p}) = p(p +1) > Appt rie, 


PT) 


(20) 1'=92n—2 
GAP) — (D ET) > (—1)"A;(p +ai)2n-r-2, 
1 —0 


(*) Messenger of Mathematics, 2° série, t. 20, 180, p. 120-198. 


1 
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où nous avons posé pour abréger 


l f 
AT, 
# 2 
s=p—1 Ë . 
à Li ANS LL r 
(21) \ A’ Re \ LR 1h. 
2P—1 > / 22p—2S DR D, 
s =0 


la méthode ordinaire donnera ici ces deux autres développements 


! = T2 
; (—i)raT 
Con (pp) 2 ppt) > Avr Tan—2r ete mr 
(204) ne - 
, - (—1)}aT} 
San(p) = 2pP(p +1) DE \orei San2r-3(P)— 227% 
0) — 


LXXV. — Formules récursives. 


Comme analogie de la formule classique 
[Si(p)P = S:(p) 
Jacobi (!) a indiqué cette autre 
2[S:(P)P= S:(p) + S:(p). 


Or, il est évident que les formules (1) du paragraphe XLV et (1) 


du paragraphe XLVH, savoir 


| J'=Im—1 


| a (Sr )R tp N P 7: 1 n 
FAR (nr + p +1)! Hors (nee RL de 
Fr =0 


X(n+Ep+r— 1)! Bas, (æ), 


d'=nt 


æ'( x +1)? = N JIC)+e 1)2 ()| Gap r)l Ep, (x) 
= 


(') Briefwechsel zivischen Gauss und Schumacher, 1. 5, p. 299. 
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où désigne le plus grand des nombres z et P où particulièrement 
mn —= p représentent des généralisations très étendues des for- 
mules numériques susdites. 
4 à # SN ARS “ £ on : 5 
En effet, soit dans les formules (1), æ égal au positif entier «, il 
résulte immédiatement 


l'=m —I1] 

, ’ STIRS ‘jp ; TRS | 

(2)  an(a+i) — D [Ce nef.) ]seu ice), 
r=0. 

G) etre À [()+cr(r) sure) 
7 —0 | 


d’où particulièrement, en supposant p — n, 


LEA 
TER 
: a(a +1)? S n = 
(5) —— = D pp) Sera (a) 
= 0 
<< 
= 5 
7 TUE): Qi 
(5) > ( ) Sans, (a). 
2 2P 
r=0 


Stern (!) a démontré la première de ces formules, par la conclu- 
sion de 7 à na +1, tandis que feu M. Lampe (2?) a donné une démons- 
tration élégante pour la formule en question. 

Permutons maintenant dans (2) et (3), les exposants n et p, il 
résulte des développements pour les expressions 


at(a +1)? aP(a +1)"; 


les formules de ce genre, obtenues de (2), sont dues à Radicke (*). 
Posons ensuite, dans (1), p= », puis cherchons les dérivées des 


deux membres, nous aurons, en posant x —@, puis remplaçant » 


(!) Journal de Crelle, t. 84, 1878, p. 216-718. 
(2) Jbid.,p:.270=272. 
(3) Journal de Crelle, t. 89, 1880, p. 261. 


NIELS NIELSEN 
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par 7 SE 


(6) an(a+ (a+) = 
É r=0 


<an+i 
= 2 
N /R+1\ Snrn(a), 
DIE ES | à 


: ï 
(7) an(a+(e+t)= Y ( 


la première de ces deux formules est due à Radicke (") 
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux derniers 


développements que nous venons de donner. 
A cet effet, multiplions les deux identités 


T0 
LIL( < 1} NN me GATE 
sd \7 


70 


il résulte un développement de la forme 
l'=n +p 


2n+p—r 
À -vELESr, 


1 \? 
a(2+1y(e+ 1) = 
D 
r=0 


ce qui donnera, pour le polynome symétrique ainsi obtenu, 


2 
ME 
nf: 112 4 = — « nl fe ”, ï 1 
æ(% +1) (e+ 2 = > Ÿ Asrp(2n+p—or—1)!Bornrp-sr(#) + K, 
1°=0 
-n+p 


< 
ES, 


= 
— > Ÿ Ao,(a2n+ p—or)! Eontp-e,(æ), 


P 
æn(x + 1) (+ 2e :) 
2 ces 
J'=0 


(1) Journal de Crelle, t. 89, 1880, p. 26r. 


CHAP. XVI, — LES SOMMES DE PUISSANCES. 


d'où, en supposant + égal au positif entier à, 


2+p —1 


IA 


I D . 
sera + (a+ À) EN 
2 à p_— 


A0 


A2y+1 San+p on (a), 


na Due À 


I Tate « 
sar(a+mr (a+) = V'A, 
2 2} md “ 


19 


Son+p-2r(&); 


la première de ces deux formules est indiquée par M. Lampe. On 


voit que l'hypothèse p — 1 donnera les formules (6) et (5). 


IL est évident que les formules développées dans le para- 


graphe XX donnent une suite d’autres formules contenant les 
sommes S,(p) et sa(p). 


En premier lieu, prenons pour point de départ la formule (8) du 
paragraphe susdit, 1l résulte 


(9) Sn-1(a) Spa) +plSnn(a)B,(0o)+ n!S;_i(a) B,(o) 


n + p 


DE) SN ONE 
Sn+p1(a) + À 74 - es Sntp-2r-1(@) 


np 


EP 
DB, /p 

Se D 21 Sn+par1(a ). 
1110 


La formule (12) du paragraphe XX donnera de même 


(10) 


de [n!osp(a)En(o)+p'on(a)E»(0)] 


(— 1) F ss n 
a S TE ne pe Leon 


Re 


_ SET ( P } Smep-r(a): 


DITS 


eafin, nous aurons, en vertu de la formule (16) du paragraphe 
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susdit, 


(11) nn Sy-i(a)sp(a) + n!Ba(o)s,(a)+(—1)#nSx 1(a)p!E»(0) 


£ 


12 
FLAN 
= Sn+p(a) + > Er (3 B,S5n+p-2r (a) 


=! 


13 


ee 


(—1 CT, P 
SF SE 22r+? 25 +I Fn+p-2s2(a ). 


r=1 


; 


La formule (9) est due à Lucas (‘}, tandis que M. Lampe (2?) à 

etrouvé cette même formule et indiqué des développements ana- 
LP du produit de plusieurs sommes S, (a). 

Revenons maintenant aux développements généraux sh para- 


craphe XX VIT, nous avons à regarder les deux fonctions 


l'=mn 


PC RTL 7 
Fn(æ) EN (— 1) sl (nr) Verne): 
210 
=" 
2. S An ee 
Gm,n(z) >) (— 1)! (7) (nr) E,: (&). 
r=0 
Soit tout d'abord m + n = 2p, il résulte par conséquent 
DE 
= 2 
Ée ; m' n!x2?+1 PF on B,-7#1 
Fon Ce) = nr Ni ÿ ——— : 
2(P 0): sd DS D} DE DS 
S=06 
Hi—-1 


_ 
—— 


2 


s ; mn Lee 
Cri) (— r1)2+P+1 \ (— 1}S { PTS æs+l 
os 7 Vos— 1) 22P+5s : 


sed 


tandis que l'hypothèse m2 + n = » p —1 donnera 


< 
= 


! CE D = 

NU LTU I GEL 3 

ONCE: é DV es nt Bp-+ Es 
d DS. ù > 


De a(T) = 
; (22)! DD — 25 
x $=0 1 
cm 
= 9 
$ NT 2) TE 
Gn,n (æ) = (— np N Sen ce use D. 
S = 0 | 


(!) Nouvelles Annales, 2° série, t. 14, 1070, D209 200. 


(=) Journal de Crelle, t. Sa, 1878, p. 270-272. 


CHAP. XVI. — LES SOMMES DE PUISSANCES. 30g 


Introduisons maintenant, dans ces développements, le posiuf 
entier & au lieu de x, puis posons 


n D ; S—=a—1 
| RES (— > (n)arrsus,(a)= D sn(a— s)n, 

Ge). = ne 
| gta)= Ÿ (- (jan On) — D (— its sM(œ—s)r, 
\ r=0 Sen 


il résulte par conséquent pour mn + nr —=2p 


= 


m!n!a??+1 —1)"B;- 
(a) = ———— (Le NS Cab 7 se Y a'+1 
(2p +)! ad )p—2r 27 +1 27 +1 


7 =0 


ent m 
g(a) = (— 1}2+P-1 Y LÉ Nm | se de a?s+i, 
2e AD TEENP DSP 


\ me 


tandis que l'hypothèse m+ n—21p —1 donnera de même 


l <n 

= 

! lt 42D — 
| F(aŸ = nt. 11: + N ( ré Br nr Lake aî”r, 
‘a \ (2p)! ad (2p —2/) 2s \2S 
] *=0 
(14) < - 0) É 
mn NN 
4 te + Y _ ae Se 
£&(a) ={ 1)2+p (— 1) Éé à oil 2p=2s À ; 

\ J=0 


Dans les quatre dernières formules, la sommation est à étendre 
jusqu'à ce que les coefficients binomiaux qui figurent au second 
membre disparaissent tous deux. 

M. Glaisher (!)a donné des développements de ce genre sans 
remarquer qu'ils représentent des sénéralisations des formules récur- 


sives incomplètes de Saalschütz. 


 __— 


, uarterly Journat of Mathematics, t. 31, 18g9, p. 241-247. 
( J 
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LXXVI. — Applications des formules générales. 


Revenons maintenant aux recherches générales du Chapitre XV; 
il est évident que le polynome entier 


fe) = ur (es) re EpIe 
ou, ce qui est la même chose, 
l'=n 
n \ 
T—=0 
satisfait à l'équation fonctionnelle 
f—x—p)=(-i)r f(x), 
de sorte que les coefficients 
RNB LE 
— (*) Sr(p) 


satisfont aux formules générales du paragraphe XV, ce qui donnera 


(1) [—(—1)18;(p)= DE )prs,çp) 
Ÿ: 
SE 

V2 1 ; , 

| ON ET ue PU De es. 

D ee Ser()() su 
= 

(2) CUEAMOEr (r—1)s ())] 
VE 


— Ÿ RÉ n 2r—2y Q 
27 


= DES DIE 


PAUSE ot | 
V=0 
M» 
27 I) DIN EEE T6 | 
(4) (= 1) S2r+1(p) ) =Ÿ Der” 5 ) (£) Sov(pP MNT 
as 


La formule (1) appartient à Euler (1), tandis que (3), comme la 
formule analogue ( (10) du paragraphe XXIIE, appartient à Radicke (2). 


(1) Znstitutiones calculi differentialis, p. 348-350. Petrograd, 1555. 


(*) Die Recursionsformeluw für die Berec hung der Pernoutlischen und 
ÆEulerschen Zahlen, p. 2. Halle-a-S., 1880. 
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Appliquons maintenant la congruence (2) du paragraphe LIX, 
nous aurons le théorème : 


1. Supposons que p soit un nombre premier, les sommes de 
puissances S (p) satisfont aux congruences 


Son(p)= 0 (modp), 


| 
(5 J 
{Snatr)i=æo (mod p?), 


où il faut supposer 1£n =? 
2 


QS 
. 


Or, la formule de Bernoulli donnera des éclaireissements beau- 
coup plus profonds sur le problème qui nous occupe ici. En effet, la 
démonstration de la congruence (14) du paragraphe LVII donnera, 
pourvu que p soit un nombre premier, 


| San(p)=(—1)#"1B;p (modp?), 


(6) 
| Son+1(p) =(—1)#-1 C — :) B,p? (mod p3), 


ce qui donnera cet autre théorème, supplémentaire au précédent : 


Il. Les deux congruences (5) sont valables pourvu que le 
nombre premier p ne soit pas du rang n,et dans ce cas, nous 


aurons de plus 


f 


= Son(p)=(—1}"1B, (mod hp), 
} 

I 
De Éareitr)e (1) Cr un :) Bz (modp). 


Soit maintenant p du rang 7, les congruences (6) donnent, en 
vertu du théorème de von Staudt et de Th. Clausen, 


San(p) = —1 (mod p), 
San+1(p) = 0 (mod p), 


SE I I 
Do E}=— (n+ :) (mod p). 


On voit que la première de ces congruences est une conséquence 
immédiate du théorème de Fermat, et que la deuxième est valable 


aussi pour À — 0. 
Quant aux sommes alternées 5 (p), nous prenons pour point de 
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départ le polynome 
+ (—1)P an 


o(x)=(æ+p}—(x+p—-1)}+ (x +p—2)—.. 


ou, ce qui est la même chose, 
r=n 
nm : 
REY Sr(p)Tia, 
APE a r(P) 
r =0 


Dans ce cas, nous aurons 


&(—x—p)=(—1)"+P0(x), 


et il est évident que #(x) est du degré x ou du degré x —1, selon 
que p est pair ou impair, de sorte que nous avons à étudier 


séparément ces deux cas. 


1° pestun nombre pair. — Nous avons à substituer, dans les 
farmules du paragraphe LXIX, 


Qre 
Ur ( F ) Sr(P ), 


\ 


ce qui donnera 


à" à 
(9) been)? 
M0 
V=27 +1 . 
7 : 27 LI 2r-V+1 
Ha ne > 1» ( y )(£) s,(P) 
V=0 
(11) = 1 [aa tp) 2 (r+ :) (D) 
V=Ir—1 n 
DUSUL | 
É > Sa »(, ÿ + FLE Sav+1(p)B;, 
V=0 
N== 7 
r SN Un oi à 2r—2y +1 
(12) (—:1) an) = (y ) () DIT A 
V0 


formules qui sont parfaitement analogues à celles que nous venons 


de développer pour les S,(p). 


2° pest un nombre impair. — Dans ce cas, nous avons à subs- 
tuer, dans les formules générales susdites, 7? — 1 au lieu de n,et 
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à poser 
: LL) 
dr= F Srti\P), 


ain l 


de sorte que nous aurons 


V=7 —1 
+ : ! . S T+I\ > 
(13) Re nrles:(n) = > DE )rr at), 
Y=0 
V=27—1 
f2T HT DD\MENAEE 
(t4) O— > Cyt(e) S,+1 (D ); 
Y=0 
(15) Cu) [s2rs207) nv (r+ ) sra(p)] 
V=7—1 
è / LTD ns < 
= > LA pros (p) Be 
V— 0 
Vire 
=. Le ; r+02 D \ 27--V+1 
(16) (—1)"52r+2(p) > (= te ue ) (2) S2y+1(P)Tr-y+ie 
V0 


Appliquons encore les formules (6) et (>) du paragraphe XV, 


savoir 
$S=/1 


2 NC) Ba-s(x) 


jt vs (s +1)! 


S=—= 0 
EE 4; À 
CG HA br 
PRE le) 2% - ) 
b gp! Se 
SL 
ou, ce qui est la même chose, 
$S=7r 
(æ +1)? EN 1er) 
nl  d(s+:1)!? 
S—=0 
S = \ 
x +1)! . : ES (Er 
( : ) 2E, (æ) \ (12 ù 5 
Tv É = LE 
| 
il résulte ces deux groupes de formules 
r=n—î1 
It 
= 1} ST 
td > Ge ce Ab 
1) 
(rs) \ É Jl'=n 


: . nm 
pr=2su(p)+Ÿ (a fa ) ET og 


7=1 
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ŒIr 
7111 
(18) Fo: 
(p +1) (— 1) = 2 5a(P) +Ù éai Sn=r(P): 
PA 
LXXVII. — Applications des sommes de puissances. 


Supposons connues les sommes de puissances que nous venons 
d'étudier, il saute aux yeux que l’on pourra résoudre un grand 
nombre de problèmes concernant la sommation de certaines séries. 
Nous nous bornerons ici à un seul problème de ce genre, dont la 
solution n’exige que les sommes S,(p) et 5,(p). 

A cet effet, soit 


f(x) = drt+ a, a+... + An Z + An 
un polynome quelconque du n°"° degré, la somme 
JO) +fC)+fG) +...+f(p) 


est une série arithmétique du n° ordre. Quant à la sommation 
d’une telle série, posons, dans f(x), 


CS PSE oi oo EE 


il résulte, en ajoutant tous les résultats ainsi obtenus, 


(1) FO)+fG)+/G)+..+fD)=Ÿ a Sn CP) 


Le même procédé donnera évidemment la formule analogue 


S—=p—i l'=n 
(2) D: (— 1} fp —s) SN y Sn—»(p ). 
= 0 Pi=10) 


Soit, par exemple, 
J(z) = z"(x +au}e, 


nous avons tout d'abord à déterminer une suite infinie de poly- 
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nomes entiers 
Pr) ibn) Fatr)e Far), ce 
assujettis à satisfaire aux conditions 


(3) Fon41(r) — Font (æ —1) = 22(x +1)" [Fenm(o) =o], 


ESS 
= 


Fan(æ)=—F SU" 2) HE) = olE 


) x à 
C est-à-dire que nous aurons de plus 


(5) Fan(r) — Fan(e 0) = (a + (e + à) (n21). 


Cela posé, l'équation aux différences finies (3) donnera immédia- 
tement 


sS=nr 
É x —j)}2 nlnl 
(6) Eszr1(x) = ren SAN 


(227 +1) 2 
S—=0 


(SES 


car l'hypothèse x —o détermine, en vertu de la formule (5) du 
V 1 

paragraphe XLV, la valeur de la constante; appliquons ensuite la 

formule (1) du paragraphe susdit, nous aurons, en vertu de (6), 


, à . n(x+i)? Qi 40 Ne 
(7) NC) — en D eo) (2n — 2 5))1 le A 


S—0 


Quant à la fonction F,,(x), les deux développements que nous 


venons de déduire donnent, en vertu de (4), 


(8) Fon( z)=— (F) Cr)! Bass(e), 
s—=0 
I sr 
an (œ+ipt(r +) ; Lu 
(9) Fon(t) = —— +R ( Jen 23)! Ban-a(e). 
S—0 


En second lieu, nous avons à déterminer cette autre suite de 


polynomes entiers 


Go(z), Gi(æ), Ga(x), .…. Gr), … 
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assujettis à satisfaire aux conditions 


| Con (T).Æ Gonlr 1) = z (rx), 
(10) : 1 1 ; 
| Gint(x)= ——— Grnr(x) (ro), 


) 


ce qui donnera 
Gont1(Z) + Gon1(T — 1) = ze(x +1)? (x <= 


(11) 


Dans ce cas, nous aurons 


è 


S = 
Es SUR 
CRETE): (om SNMES ET) 
ad S 


S=0 


(122) 


d’où, en vertu de la formule (1) du paragraphe XLVI, 


nm 
= 
LRIET AL) \! 
EN ” (or SPECTRE 


(13) Gr 
9 
S—=0 


de sorte que la définition de G,,_, donnera 


SI 
IW/r : 
Gsn-1tx) + (anse tr) 
ON dd \S 
s=0 
[n —_ 
( (2n—2$)!E2n-25-1(t). 


1 
DE (gr) tr = 
2 ll 
Le / 
25 


(14) 
Ctrl = 
Inversement, il est facile de développer les B,(x) d'après les 


F,(æ)et les E,(x) d’après les G;(x). A cet effet, prenons pour 


point de départ les deux développements 


e 5 —1? 
(æ +i1)2+ x? St RES 
(191) =ù Ro (x? — mr—s 
2 sd +5 S ? 
s=0 
S= AN 
2 +I R+S+I\ 
Farm ) (HER IESSE 
E 


(æ +r)4+1 p2n+1 NT) 
\ 


(16) 
2 mon +2s—+i 
S=0 


urés directement des formules (12) et (13) du paragraphe XXII, 


CHAP. XVI. — LES SOMMES DE PUISSANCES. 


nous aurons tout d'abord 


sS=n 


(T+i1)}2— 5 n n+Ss\ 
(a ): Corot) a NN ee = ET) 


2 min+s\ 2s 
s=0 


car les deux membres de cette formule disparaissent pour # = 0 


et l'opération A conduira à (15). 
Appliquons ensuite la formule (4), il résulte, de même, 


Sr 
< (æ +1)! NT /n+Ss—1\., 
(18) Re NN “ REA) 
2 sd 25 re 
S—0 
le sor l'hypothé 
de sorte que hypothèse x — o donnera 
S= nr 
(— 1) 1B I TUE RSE UT) es 
(19) EN } Fan-asto). 
RAY EU | 2 sd DS 
s—0 


Quant à la formule (16), elle nous conduira aux développements 


[l S=r 
(æ+i)22+l 1 V 21 +I R+S+HI 
RE — F>n->511(2%), 
2 m2 +2Ss +I DS 
} S— 
(ACL DR 
$S—=/1 
(æ +1)? TSI 
PR ut — Fon-25 (x), 
2 pl DIS 
s—=0 


s=n 
[ St FLE S\ = 
(£ ] DES EF : r') 
(2n)! B2 4+1(1T) = : on--25+1 |‘ 
ex sd + S 28 
= 
ay 0) 


Cr À 


2n+I n+s+I 
dont 2s+I 
S=—=0 ù 

(21) 4 


n+SsS+I\., 
@n—1)!B;,(2) — DL sea) 
dd 2$ 


SE) 
S 112 
N THERE ET = 

Re? Fons T ). 


y 28 +1 
| s= 


= 


) Fon-25#1(® ); 


La même méthode donnera les formules, analogues aux précé- 
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dentes, 
{ (x 1)22+1 À ; . 
HAN or if) 
2 
s=n 
É n+—Ss+I : 
ee éme. Ge ) Gon-2s(æ ), 
(22) de. 25 —+I 
s=0 
s=n—1 
(RÉEL 9; Fr. G +: 
SENTE ETS (@ on—25—1 PE] 
2 Ge PA) er . 
| s—0 
{ s=n 
(x + r1)22#1 n + 
ner cm — ù ie Gon-2sr1(%);, 
s—0 
(23) / _ 
)272 n S 
CR Ne re" ve 
2 sd D —+S 25 
s =0 
de sorte que nous aurons finalement 
| S=nr 
: MOSS 
(2n +1)! Eonh(r) = : ( . Gon-25+1(T) 
Je F 
S=r 


PA SR Er DS EUX 
S=0 


EN RES OR fs : 4) (Én A) 


+ 
w 
— 


S=rR 


n IIS 
(2R)! Ern(æ) = ŸV ( ) Grn-2s(T) 


7 3E ER 25 
S=—=0 


S=n—1 


QUO 
— Gares tt) 
Se) 2351 (. 


\ s—0 


LXXVIII — Généralisations des sommes de puissances. 


Il est très intéressant, ce me semble, que la formule de Bernoulli 
soit suscepüble d’une généralisation très étendue. En effet, soit 


(1) Monte 
un nombre quelconque décomposé en facteurs premiers, et soient 


(2) %1, 2, A3, ..., ous 2m —=(M) 
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les positifs entiers plus petits que M et premiers avec M, nous avons 
à étudier les sommes de puissances 


(3) Sn=af+ai+...+a,. 


Dans le cas particulier où M est égal à un nombre premier p, nous 
aurons, par conséquent, 


(4) Sn — Sn(p 1). 
Soit ensuite »2 un positif entier quelconque, et soient 
Ba, 6», Ds, DCE) Bamy. 


l’ensemble des positifs entiers plus petits que mM et premiers à M, 
nous posons de même 


5) Sn(m, M)= + 6i+.. + Bonus 

ce qui donnera évidemment 

(6) Ste Me 

de plus, nous posons, conformément à la définition (1), 
(7) YkCM) = (pf— 1) (p£— 1)... (p} 1), 

de sorte que nous aurons 

(8) M (M)= pip2...pyo(M). 


Cela posé, nous avons à étudier tout d’abord le cas particulier 
où M est une puissance d’un nombre premier, savoir 


M=p:;: 
dans ce cas, il est évident que 
P; 2P; SP TD. 


sont l’ensemble des multiples de p qui ne dépassent pas AM; c'est- 


à-dire que nous aurons 


SA (070, P') = S n ( mp") 70h S n ( 70pI ) 
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d'où, en vertu de la formule de Jacques Bernoulli 


À TIC MED LE w(p”) 
Sp D, PE) = ———__ 
(9 ) 7 1 APE 


“ 


Pen e (— 1) ÿs—1 ee ) B,(p?5-1 ee 1) ( mpr}r-25#1, 
JS: 


Soit ensuite 


A ranT y 

Mi=p}p%...py 
un nombre qui contient » — 1 facteurs premiers, nous supposons 
vraie la formule 


m'tiM'o(M;) 
DONS 070 NT 
(10) Sy 1; Mi) ñn HI 


IA 
wI 3 


pt = 
(> y _— te de 1) B. Ves—1 (M; )(mi NES}Ezs EE 
AE 28 


S—1 


où Y4(M,) est la fonction numérique définie par la formule (3) 
Cela posé, introduisons, dans (10) 


Mi = mp; 


ce qui donnera, en vertu de (1) 


mM; = mM, 
nous aurons évidemment 


Se Nb Sa(mpis, M;)—p} Sn(mprit, M) 


d’où, en vertu de (10) 


+1 . 
Ci) Sn, M) mariMre(M) 
n ei 


LEO 


Ti) /n +1 

»Y pet Bs Yes (M) (mM}r-£s+1 
+ (— 1) ne ( 25 ST2S 1( )( ) ; 
es 

formule qui est précisément de la même forme que (10), c’est-à- 


dire que la formule (11) est valable pour un nombre composé quel- 
C onque. 


rer 
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Posons ensuite, dans (12), m— 1, il résulte, en vertu de (6), 


<> 
; Mzo(M) (— 1) —1 /n 
DS NE CE NT In ee 
DRE TT 
a 


ce qui est précisément la formule générale de laquelle Thacker (a 
a indiqué des cas spéciaux, tandis que J. Binet (?) à étudié, 
presque en même temps, mais d’un autre point de vue, la somme S,. 

Soit, dans (12), M égal au nombre premier p, nous aurons, 
après un calcul simple, la formule de Bernoulli pour la somme 
Sa(p—1). 

Soit ensuite M égal au dénominateur bernoullien du rang A, 
savoir 

M== bn = P1po2 ..py; 


où les p, sont l'ensemble des nombres premiers du rang », le théo- 
rême généralisé de Fermat, savoir le théorème du paragraphe EX, 
donnera 

Son = O(Ün) (mod b, ), 


de sorte que nous aurons, en vertu de (12), 


o(bn) = on lon nt Von—1 (bn)Bn bn (mod b,) 
ou, ce qui est la mème chose, 


RTE ro ne (p1—1)(pa—1) . (Py—1) E 
A — pri PE) (pee ) (mod db»), 


savoir le théorème Î du paragraphe LXIT. 
Quant à la formule (12), elle n’est applicable que pour #25, de 
sorte qu'il faut déterminer directement la somme S,; on aura, par la 


même méthode, 
: M o(M) 
(14) ST mar EL 


2 


résultat qui est évident, du reste, parce qu il est possible d’ordonner 


EE ———— — …—… ——— 


(1) Journal de Crelle, t. 40, 1850, p. 89-92. Voir aussi les Notes dgns les Nou- 


velles Annales, t. 10, 1851, p. 324-328, 328-330. 
(2) Comptes rendus, 1. 32, 1851, p. g18-g2r. 


NIELS NIELSEN 
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les nombres &,, de sorte que 
(15) as + tu s+1 = M (RS SET 

Nous aurons, en vertu de (12), 


M2o(M —1)M4,(M 
?( es 1) on je 


: ne 6 
(16) ne M3 gl M) nine Yi(M). 


4 “+ 


L’analogie entre les sommes S, que nous venons d'étudier et les 
sommes de puissances ordinaires peut être étendue plus loin encore. 
En effet, la formule (12) donnera immédiatement le théorème sui- 


vant : 


I. Supposons que le nombre composé M ne contienne aucun 
facteur premier du rang n, nous aurons les congruences 


| Sen —=0 (mod M), 
(17) A 
Sent1 = 0 (mod M?); 
si Son = (—iI) Yan (M)Ba (mod M), 


(18) 


PE Sani Dr (n = :) Vor—1(M)Bx (mod M), 


\ 


où cl faut supposer n21. 
Les congruences 


| Sen =(—i)14d,,1(M)B,M (mod M), 
Son+1 = 0 (mod M), 


I 
| “ Sort (1) 1 ( — :) Van-1(M)B; M (mod M) 


montrent que le cas où M contient des facteurs premiers du rang x 
est assez compliqué. 

Quant à la formule (12), elle peut aussi être déduite directement 
de celle de Bernoulli, à l’aide des remarques qui terminent le para- 
graphe IV, méthode que nous avons à appliquer pour déterminer 
la somme 


(20) Sn—= D (—1)x92 
cd L 


dans le cas où M est supposé impair, de sorte que la moitié des 


nombres &, sont paurs, 


625 
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les autre S Impairs. 
À cet effet prenons pour point de dé ‘part la formule 
se 
pe “ea n 
= Mr—25+1 
Sur “( — 1 : 
En 
, les for- 


valable pour #21, nous aurons, par la méthode indiqué 


(21) 


Sn(M—1)—(—1}2E, 


mules générales 
des = ES ‘ 
Ton NN ( 32 = : ( de ) UP M) M? 2s+1 
DES DIRE — 
LU N, 
+ à ( v+nT 
QUE 0 EN NT EEE _ —1) sl 
Conti =>: 22 ce 3e ) Us -1 ( M )M? 1—25+2 one Von+1(M) 
St 
ce qui donnera 
pri Cr) LM 
C9 — 0, C1 — _ dat M), Go = b(M), 
(22) . —_ÿ)3M?2 
= Cr UsOM) (—1) 31 (M). 
\ 
Appliquons maintenant la formule (15), il est évident que les 5 
satisfont à des formules, obtenues de (1), (2), (3), (4) du para- 
eraphe LXX VI, en y posant 
PM, SP 


Soit M un nombre pur, les 5, satisfont à des formules, obtenues 
, 'd J 
CCD) —i0) 


), (15), (16) du paragraphe susdit, en ÿ posant 


de (139,4 
DE=AMr 


—_ 160 —— 


CHAPITRE XVI. 


LES COEFFICIENTS DE FACTORIELLE. 


LXXIX. — Théorèmes de Lagrange et de Wi'son. 


Revenons maintenant à la factorielle 


PACA) AGREE RAGE Sr 


(1) 


CEA SE 
introduite dans le paragraphe VIT, et posons, comme ordinaire- 
ment, 
(2) W(r)= CirPE CGI TPA EE NE CPr72 ($ R DE 
les C sont les coefficients de factorielle du rang p. 
La définition (2) donnera immédiatement 


(QU I 
(3) or 


=> 

TT 
l 

ns 


tandis que CG est la somme de tous les produits formés de s facteurs 
différents, pris parmi Les nombres 
DE, 


? 


de sorte que nous aurons 


(4) TE PODELIE 


(l à 
P » 


Appliquons ensuite l'identité évidente 
(æ+pow)(r)=w)11(x), 
il résulte, en vertu de (2), la formule récursive 


(5) Chi = Ch + p C1 (1<r£<p —1). 
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= 
Ÿ 


Cela posé, remarquons que la fonction | 
É I 
FA x Vr(æ) = (2 +1)(æ+2)..,(r+p—1) 


satisfait à la condition 


JC z—p)=(-i)1f(x), 


les formules du paragraphe LXIX donnent immédiatement 


Sr] 

6 AE ue rene 5 CS 
(6) [ir —( 1)"] GC, = > (— 1) Hire n pe, 
V0 

S—2, +1 
S Sel 21—S +41 
G7:) 0— D: — 1) P 2 je 
NEA 1e ) ee = y, 
St 
9 pi VA : 
(8) (—- 1)! CAPE = —r) cr] 
S=7—1 
EE ON RARE APE 
— (Ss à 5 ( 2r7—925 (025+1 
> 5 | 27 —925s L Rise 
ÿ=—=\0. 
S=7 c 
: : DD S — 1 DE 2r—925+1 À. 
(© Al rC2r+ri > — «(7 = GNT . 
9) ( DATE ( Var —os+i : po lr=si 
=D 


Appliquons ensuite lidentité 
WT) — Wph1(T —1)=(pæ+i)jw,(r) 


tirée directement de la définition, 1l résulte 


$—=p—1 


(10) War) RE (PET) D: (p—s)! CB Ur), 


S=—=0 


où K est une constante, savoir 


Cherchons maintenant les dérivées de l’ordre p — r +41 des deux 
membres de la formule (10), puis posons æ — 0, il résulte la for- 
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mule récursive 


—T+I ; ) Mn 
(11) er res O5 — 3 C? É 
<<! 
Pre LE 
=Yeni(PT TT) Bose, 
s=1 


où il faut supposer 2 £r£p —1, tandis que l'hypothèse r = p don-- 


nera la formule spéciale 
< 


— al 
(12) BNP = dB. CE: 
S—1 


CR: 


2p +2 


qui est due à Schlümilch (!) et retrouvée par Radicke (?). 

La formule (11) est essentielle dans la théorie des coefficients de 
factorielle. 

En effet, soit, dans (6), r un nombre impair, nous verrons 
que Ce est toujours divisible par p; soient ensuite, dans (10),7°un 
nombre impair, p un nombre premier, on conclut que C° est divi- 
sible par p, pourvu que 2s5£p—3; c'est-à-dire que nous avons 
démontré le théorème : 


I. Soit p un nombre premier impair, les coefficients de fac- 
torielle LE satisfont aux congruences 


(13) C?'=0 (modp}, Ir, 
(14) C}"t1=o (modp?), 1£r<E—, 
(15) Ci=o (modp). 


Lagrange (3) a démontré que C; est toujours divisible par pP, 

supposé premier, pourvu que 1<7 <p — 2. Quant à la coneruence 
2 = NS Le) 

(14), Wolstenholme (f) a donné le cas particulier qui correspond 


(‘) Archiv de Grunert, t. 9; 1847, p.334. 

(°) Recursionsformeln fur die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, p.25, 
Halle, 1880. 

(°) Nouveaux Mémoires de l’Académie de Berlin, t. ?, 1771-1773, p. 125-197. 
U est très curieux que le collaborateur du Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik (1. 30, p. 180, 182) attribue à Ferrers le théorème de Lagrange. 

(®) Quarterly Journal of Mathematics. t. 6, 186», P. 35-39. 
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à la plus grande valeur de r, savoir la congruence 
(16) Cr 2=0 (mod p?), 


qui est une conséquence immédiate du théorème de Lagran 
En effet, soit p un nombre impair, l'identité 


op 
QE. 


I 
= SU = SE Pal —9 An _9 NE 
TE HIE + wp(p) = p? CDS tb pi Cr pci 


donnera 


_—2 __ (1 Vs BE = . 
D? CG, pt 3, ,+ (CFE Pen Ce 2 — 10} 


soit ensuite p un nombre premier, on trouvera immédiatement la 
formule (16), en appliquant le théorème de Lagrange. De plus, on 
aura, dans ce cas, 
(15) £ Cr? — Le Gre> (mod p) 

/ p? P P 4} | P ): 

Remarquons maintenant que (p —1)! est premier avec p, nous 
aurons, en vertu de (16), 

1 LS: 


l 
EE 
CDEUT)E I > ) JT 


= 0 (mod p?); 


soit ensuite pP=2n SR HCNCEULE dernière congruence se transforme 


en celle-ci : 


F=n 
1 
(18) D 0 (mod), 
Fate | 


ou, ce qui est la même chose, 


+ —- +...+ — =0 (mod p). 
‘3 2 2 1 / 


Quant à la congruence générale (14), elle est souvent attribuée 
à M. Glaisher (!), cependant j'ai publié cette même congruence (?) 


six ans avant M. Glaisher. 


(1) Quarterly Journal of Mathematics, L. 31, 1899-1900, p. 1-39, 321-393. 

C) Nyt Tidsskrift for Mathematik, &. 4 B, 1893, p. 1-10. Malgré la remarque 
hautaine, dans le Jahrbuch über die Forstchistte der Mathematik (t. ®, 
p- 411) : « Die Beweise sind indessen nicht immer ganz genau » de mon compa- 
triote M. Valentiner), je me permets de prétendre que mes démonstrations sont 


rigoureuses. 
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Revenons maintenant à la formule obtenue de (11) en y rempla- 
cant 7. pars 1-4; puis supposons premier le nombre p, il résulte 


la congruence 


rC2'=(—7r)1 PE P(P—1) B,. (mod p?), 
27 2 
SaVOIr 
. se. rB. 
Péri De (mod p), 
VA: 2 


\ 


de sorte que nous aurons, en vertu de (6), le théorème dû à 


M. Glaisher (!): 


IL. Soit p ur nombre premier impair, les coefficients de fac- 
torielle satisfaisant aux congruences 


(19) el Ci = (Gus _- # (modp), 
p TS 
Te (— 1) (or +i)B, ; ; 
(20) pe Cb ni Ze (mod p). 


Nous avons encore à étudier la formule (12); soit p = 27 +1 un 
nombre premier impair, 1l résulte 


(21) (p—n!l=(-i)tp(p+1)B, (mod p?). 


Appliquons ensuite le théorème de von Staudt et de Th. Clausen, 
il résulte le théorème que Wilson (?) a indiqué sans démonstra- 
tion : 


HI. Soit p un nombre premier quelconque. nous aurons la 
- CONSTUERCE 


(22) (p—1)!+1=o (mod p). 


La première démonstration connue de ce théorème est due à 
Re er 

Lagrange ( }+ 
Posons maintenant, conformément à (22) 


(23) (p—i)! =—1i+pW,, 


EE 1, 


‘) Voir la note (!) de la page 327. 


( 

(?) Ware, Meditationes Algebraicce, p. 128. Londres, 1750. 

(°) Nouveaux Mémoires de l’Académie:de Berlin, t. 9, (17971); 19%99, p.125-1399. 
- \ 4 
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le nombre W, est un nombre entier, que nous désignons comme 
le quotient de Wilson. Introduisons maintenant, dans la con- 


gruence (21), l'expression de (p —1)! tirée de (23), il résulte la 
congruence 


(21) creer (mod p), P=2n+I1, 


due à M. Glaisher (1) et indiquée plus tard, sans démonstration, 
par M. Lerch (?). 


Quant au théorème de Wilson, nous aurons évidemment 
Fin —°, 2l+r—= 3, UE En ES 


mais Liouville (*) a démontré l'impossibilité d’une équation de la 
forme 
(p—1)! +i= p}, 


où p est un nombre premier plus grand que 5. De plus, la con- 


gruence (24) de M. Glaisher donnera immédiatement le théorème : 


IV. La condition suffisante et nécessaire pour l'existence de 
la congruence 
(002) (p—1)!+1iz=o (mod p?), 
où p est un nombre premier, est représentée par cette autre 
congruence 


(26) (M Bas += 0 (modp), pP—=2n- ET. 


On voit que la congruence (25) est applicable pour p—5; de 


plus, nous aurons 


24 : 
Be + ie sal + Les 1-0 (mod 13), 
Ur) 2730 13 210 
ce qui donnera 
12! +—1=0 (mod 132); 


on trouvera, en ellet, 


12! +1 = {78001601 — 169.2831329. 
— 
1) Quarterly Journal of Mathematics, t. 31, 1899-1900, p. 327. 


CE) s 
(?) Mathematische Annalen, \. G0, 1909, p. 488. | À 
(5) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, &. 1, 1856, p. 


9 
291, 


Le] 
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Appliquons maintenant le théorème de Wilson; il résulte, en 


vertu de (18), 


RC RT ï ; 
Re FD pe (mod p ), 


vb 
(27) = > = Ê _ Bat (mod p), P=2R+1. 
SOUPE 


LXXX. — D'autres démonstrations. 


Supposons connue la théorie des congruences d'ordre supérieur, 
dont le module est un nombre premier, il est très facile de déduire 
d'un seulcoup, et le théorème de Wilson et les congruences de 
Lagrange. 

À cet effet, prenons pour point de départ l'identité évidente 


T 4 ; = 
(1) = Hp(T)— (xl r1)= Cire Cr PCT PIC 


où p désigne un nombre premier, puis appliquons le théorème de 


Fermat, il est évident que la congruence 

(2) Girr2+ Cire +. + Ch ag +[i1+(p—1)!]=o (mod p), 

du degré p — 2 par rapport à æ, admet les p 1 racines incon- 
gruentes 


(5) DEN NON TD le 
parce que le premier membre de (1) est, pour Les valeurs (3) de +, 
divisible par p; c’est-à-dire que la congruence (2) est identique, de 
sorte que nous aurons et les coneruences de Lagrange 

Le \S Le 


(4) C,=0 (modp), TRS 
et le théorème de Wilson 


(5) I +-(p—1)!=o (mod p). 


Où voit que cette démonstration ne donne pas les congruences 


de M. Glaisher, ce qui a lieu pour {a méthode suivante. 
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GS 
Ve 
_ 


Remarquons que le polynome entier du degré p — 1 
I & 
. Op(æ) = LP A+ CixP-2+ Cirp-8—,, + HS PR SE 


a les zéros 
D (Di): 


la formule de Newton donnera 


(6) S p(P —1) — CiS,-3(p —1) +... 
DAC IS, (p —1}+(—1)rC, = 0, 


où 1] faut supposer, par conséquent, 1 £r£p—1. 
Soit, tout d'abord, dans (26), r un nombre pair, On aura 


(a) Sar(p —1)+2rG$"=0o (mod p?), 


ce qui donnera 


(8) C?"=o (modp), V7 


de plus, on trouvera, dans ce cas, 


op 


2 


2p IE 
Cy" = ES mi) (mod p), 


d'où, en vertu de la congruence (5) du paragraphe LXX VI, 


GeIreE Up 
P Tr 27 


(9) (mod p). 


Soit ensuite r —p—1, la congruence (7) donnera, en vertu 
de (8) du paragraphe LXXVE, le théorème de Wilson 
(10) (pr Er = 0 (mod p), 


et, de plus, nous aurons, en posant p—2n—+#1;, puis introduisant 
le quotient de Wilson, défini par l'équation 


(p—1!=—-1i+pW,, 


cette autre congruence 
nb ;p hour 7 W,)=0 (mod p?), 


ce qui donnera immédiatement la eongruence de M. Glusher 


a Wy=(— 148, —1+ : (mod p). 
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Étudions maintenant le cas où rest supposé impair, NOUS AUTONS,; 
en vertu de (6), 


{ Sos (p —1) — CESs,(p —1) + CS Si(p —1)= (27 a)GT 
(bre ‘ 
| 


(mod p3), 


ce qui donnera immédiatement 


(13) Cÿ"fiæ=o (modp?), DST 


de plus, la formule (12) donnera, en vertu de (0) et des résultats 
obtenus dans le paragraphe LXX VIT, 


He PL nr) tbreenp;, 
(14) CP = à ZE (mod p). 
LXXXI. Théorèmes de Lagrange et de Gauss. 
Soit 
(a) m—=phip}...py 


un nombre quelconque décomposé en facteurs premiers, il est évi- 
dent que la fonction 


(2) J{r)=(r+um)(x + 42)...(x + su), 
où 
(3) Gi os sy +.) op 2u =o(m) 


sont les positifs entiers plus petits que 72 et premiers avec m», est 
analogue à la factorielle que nous venons d’étudier. Dans le cas 
où mn est supposé premier, on aura même 


(4) fe)= Loue). 
Posons maintenant 
(5) Fa ee ai ie ay? + y, 
puis remarquons que f(x) satisfait à l'équation fonctionnelle 


f(—x—m)= f(x), 
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il est évident qu 


e les coefficients &, satisfont aux relations obtenués 
des formules (4), (5 


), (6), (7) du paragraphe LXIX, en y posant 
D == DU De 
Introduisons ensuite les sommes de puissances 
(G) S,= apart... ton, 


étudiées dans le paragraphe LXX VII, nous aurons, en vertu des 
Æ 
formules de Newton, 


GLS, GS, dS ot. +(—i) a, Si + (—i)ra, = 0, 


où il faut supposer 1£7r< 2. 

Soit maintenant »2 un nombre impair, et soit 2q +1 le plus 
peut de ses facteurs premiers, le théorème 1 du paragraphe LXX VIII 
donnera, en vertu de (5), cet autre théorème : 


1. Les coefficients a, satisfont aux congruences 


8 { «@,=0 (mod mn), 
( 
) | Apr = 0 (mod m2? ); 
I (— 1)/+V+7 3 
y = Drm) B, (mod), 
” 7100 op . 
9 
I re (OT A 
— y+1 = mt) 0 pe (mod), 
TITLE Us 


où il faut supposer 1£r<£ 


FOUR 


Or cette analogie avec les coefficients de factorielle semble un 
peu difficile à étendre aux valeurs de 7 plus grandes que g — 1, saut 
pour le dernier des coefficients susdits, savoir 


(10) y 14273 - + . Lo 


qui à une propriété analogue à celle de C7", exprimée par le th6o- 


rème de Wilson. 
A cet effet, nous avons à étudier les 24 congruences du premier 


degré 


(11) D 1 (not) Gr eo He one 


il est évident que la congruence (11) à une racine æ qui satisfait 


q 
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aux conditions 
1£x£mM—I, 


et cette racine est première avec »7. De plus, la congruence ne peut 


avoir aucune racine commune à celle-ci : 
2x =1 (modm) (25) 
Cela posé, on peut choisir deux groupes de nombres 


! _ ! 
Lj; Lss La; es gs 


AP No Time 


parmi l’ensemble (3) des positifs entiers plus petits que "1 et pre- 
miers avec m, de sorle que nous aurons 


au =1 (mod/mn), (a re) 

ce qui donnera 
(1) CRE CE ae li (modp). 

Il nous reste encore à étudier les congruences 
(13) a? = (mod), 
ce qui donnera, de même, 
(14) (m—a,) =1 (modm), 
et de plus, nous aurons, en vertu de (13), 


(5) a (M—a,)=—1 (mod). 


Multiplhions ensuite la congruence (12) par toutes les congruences 
de la forme (15), nous aurons le théorème de Gauss (1) : 


I. Soit m un positif entier quelconque, nous aurons 
(16) dy = (—1 jè (mod), 


où à désigne le nombre des congruences de la forme (5): 


Gauss à aussi déterminé la valeur du nombre à, ce qui nous con- 
duirait trop loin ici: 


(') Disquisitiones arithmeticæ, avt. 76, TS: Untersuchungen über hôhere 
Aritlemetik, p. 54-55 (Berlin, 1889); Œuvres, t I, p. Gr-62. 
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Soit maintenant 72 égal au nombre premier p, la congruence (13), 
savoir 
(a; +1)(&; —1) = 0 (mod p), 


n'a que les deux racines 
X,—= 1, Xy= D — I, 


de sorte que le nombre à aura la valeur 1, et nous aurons, par con- 
séquent, le théorème de Wilson, théorème qui se présente, en vertu 
de (12), sous cette autre forme aussi, 


(17) (p—2)!æ=r (mod p). 


Appliquons maintenant le théorème II du paragraphe LXX, il 
résulte la proposition, due à Lagrange (!) : 


I. Soit p—2n+1 un nombre premier, nous aurons 


D — 1 ,\? 

(18) (£ !) = (—i)t+1 (modp). 
2, 

Supposons ensuite que z soit de la forme 24 +1, ce qui don- 
nera p = 4q +3, nous aurons évidemment une congruence de la 
forme 

— ] cs 
(19) es (mod p); 


posons ensuite 


e DSL 


(20) à 


= (—iX+pW,, 


le théorème If du paragraphe LXX donnera 


(— 1} og+1 (CA 
9 2 


(2r) WE — (mod p), 


où W, désigne le quotient de Wilson, tandis que nous avons posé, 


pour abréger, 


I I Li 


— — —| 


(52%) hog+41 = : = TMC io 


l 
2 13  2g Ai 


Dans nos recherches sur les résidus quadratiques, nous AvVOnS à 


revenir aux Congruences (1Q)et(21). 


(!) Nouveaux Mémoires de l? {eadémie de Berlin, L 7, 


Lilas D. TÔT: 


33 TROISIÈME PARTIE. — APPLICATIONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


LXXXII — Les nombres €’... 


Revenons maintenant aux congruences (11) et (12) du para- 
graphe LXXIT, que nous avons à étudier plus profondément, à l’aide 


n 


d’une généralisation curieuse des coefficients de factorielle C;.;, 


et des nombres €7.,1. 
A cet effet, introduisons une suite de polynomes entiers définis 


par les expressions 


Pr) 
< ie 1 
P(x)= — + —; 
à 2 » 
(1) { <m 
Elan, 7% (— 1)S-1 /m—+i sa 
Py+1(&) —= = + eines B,x'-2s#1, 
m +I 2 > m +1 25 
\ = | 


de sorte que nous aurons généralement 


P,(æ)=(n—1)! [B;(x) — B,(o)|], 


ce qui donnera, pour nr 22, 
(2) (— 1) Pr (— æŒ—1) —D,(T). 


Cela posé, nous avons à déterminer une nouvelle suite de poly- 
nomes entiers, définis par les conditions 


Wo(r) = 1, 
r=n—1 
> SR I EL er On nt Re ue 


r=0 


(3) 


de sorte que Won(x) est précisément du degré 27 par rapport à +. 
De plus, je dis que les polynomes ainsi définis satisfont à l'équation 
fonctionnelle 


7 
= 
— 


Ton (T +1) = Von(r) +(x + 1) Fsn-2(2). 


En effet, posons æ— p, où p est un posiuf entier égal à x au 
moins ; 1] résulte 


(5) Papi = Srtp} 


CHAP. XVII. — LES COEFFICIENTS DE FACTORIELLE. 597 


de sorte que la définition (3) donne a, en vertu de la formule (6) 


du paragraphe LXXX, 
( 6) on(p) = Gr 


et l'équation fonctionnelle (4) se transforme, dans ce cas, en la for- 
mule bien connue 


_ \ A OU \/L=-1 © 
(7) pi = Ch +p Cr !; 


c'est-à-dire que l'équation algébrique (4), du degré 27 au plus, a 
une infinité de racines inégales, savoir que cette équation est une 
identité. 

Posons maintenant, dans (3), —æ—1 au lieu de x, il résulte, 
en vertu de (2), 


F—=n—I] 


à 
(7) nano À Prune) Var), 


2:—= 0. 
tandis que l'équation foncuionnelle (4 ) deviendra 
(8) Ton(— 2) = Von(—r —1) — ZX Von-n(—T—1), 
de sorte que nous aurons 
(9) Van(—p 1) = 541 


car cette hypothèse donnera, en vertu de (8), 


SA; == Sy: PS D 
ce qui n’est autre chose que la formule récursive (9) du para- 


sraphe LXXII. 


Cela posé, nous aurons, en vertu de (7), cette autre formule pour 
le calcul successif des ©7,;, 


US À 


= es 
(10) n © = > Sn CPNEà 


r=0 


formule qui sera un supplément intéressant au théorème IT du para- 


graphe LXXI, savoir : 


gr 


LEA 
12 


NIELS NIELSEN 
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338 
I. Soit p un nombre premier, nous aurons les congruences 
if YE=1 I 
(11) ley=! e =: (mod p), 
—j}2-t(on +1)B KE | 
(12) mors EC et (modp), 
T—=p 
. 1 : 
(13) Dr ee ve + : + + —) — (un tb? (modp), 
I 2 A 


1 


LE — 


où cl faut supposer 


TT 


En effet, appliquons la même méthode que dans le para- 
graphe LXXX, nous verrons que les congruences (11}et (12) sont 
des conséquences immédiates de la formule (10). Quant à (13), la 


formule (10) du paragraphe LXXIT donnera 


r=p 
CD =, I : I I 1 = 
D Chi ane il > DÉS DRS Crla CrE D d  Are 
P P I 2 n] PU 
o—— 
(mod p), 


d’où, en vertu des théorèmes de Fermat et de Wilson, 


J'—=PpP 
Do 1 1 NE ETES 1 
GE Fi a P San+p-1(P) F2 PissS ( Mo PUR CIO 1e Fe -) (mod p), 


de sorte que la congruence (5) du paragraphe LXVIIF, savoir 


B — 1)B 
EE Le (modp) (p=2g +1), 


27 2n+2q 


nous conduira au but. 


LXXXIII. — Les fonctions de Bernoulli. 


Les formules déx eloppées dans les paragraphes XXIV et LXXVI 
montrent clairement que les sommes de puissances des zéros d’un 
polynome symétrique sont parfaitement analogues aux sommes de 


pPUISSAncCes des nombres naturels. 
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Or, les sommes de puissances de ce genre qui proviennent des 
zéros d’un polynome de Bernoulli représentent un intérêt spécial, à 
cause de leur analogie parfaite avec les factorielles ordinaires; c’est 
pourquoi nous avons à étudier assez profondément de telles sommes 
de puissances. 


A cet effet, posons 
ae) (cr) 
savoir 


(T)= x, 


ya 
Fe (TT) = T2 >, 
» à 


nt 
si 


: m \ , m : 
fm (Z)= œMmE — gm-1+ D (—1} “À Bsærn-ts, 
2 ss 25 


S—1 
puis désignons par 
(2) CE OC OT 7 
les zéros de f,, (x), les sommes de puissances 


(3) Sue LOU La, (So = m) 


/ 


© 
ss 
LS 
— 
= 
= 


satisfont à des relations tirées des formules (1), (2), ( 


paragraphe LXXVI en y posant 
PES S,(p —1)=S,, 
tandis que les formules de Newton deviennent 


| m 
| Si + — = 0, 


== Ÿ ( | 


mn HMS 
: : See ù pa BASE 10 
Sont + se Dr 1 ( 1) ne 2} 27—2/' +1 ) 
\ 


7 —="1 
; > < 
où il faut supposer 2 2 £m, respectivement 27 12m. 
Cela posé, déterminons une suite de polynomes entiers 


: o(x D (ALT) Een: 
(51) So (T), o1(2 }, 22(X), . On | ; ) 


(6) 
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de sorte que 


: T 
ALAN CGR SE 
?0 ) : 
DEN : 
@o (4 De (FT) + 2 )Bi= 0, 
è 2, 
s ls 4 
a , x D 

Don(T) + —Don-1(Z) + oil B,S2n (tr) Cu) ]Bn=o, 
' où WE 2n 


= 


puis désignons par »m un posiuf entier quelconque, nous aurons 
évidemment 


CE) En(m) = Sy (ra <m); 


c'est-à-dire que les polynomes z,(x) ainsi définis satisfont aux 
conditions 


171] 


: G [2 
(8) [(—1)2—1]e,(æ) = > (F)eeces 


2 —10 


ar +1 


IC SET 
(9) 6) = > US (HR). 
7 E 
7° — 0 


l 
Dan (Æ) + (r 2 =) Son(æ ] 
=> 2 +I , 
Te Pete 


/ 


(10) (—1)2 


(eee 


r=n 
NS IN EL 
ST) 20 (æ) = ù — SE s) 
tn) men rie (He DE ar (x). 
=—0 


En effet, soit » un posiüf entier, de sorte que mZ?9on—+u, les 
relations susdites ne sont autre chose que les formules bien connues 
pour les sommes de puissances S,, de sorte que les quaire équa- 
üons algébriques en question sont des identités parce qu'elles ont 
une infinité de racines. 
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Quant aux polynomes vx(æ), les six premiers deviennent 


; GA r? Tr x? 
e ÿ ! 
20 TC) = , DT) =— — = — + — = — — 
: 21 ni Lo(æT) ee 1 5 P3(T) — se 
æ* 3 e 2 ! n 3 ,2 
D(Z) = — FE ns DS (CT VER, ne - , 
720 4 10 30 1 288 15 48 


ce qui nous conduira au résultat général : 
Le 
1. Soit n21, nous aurons 


es ane - 9 »2n— pi 
(19) Pon(T) = AsnoLt + ain 2? ÎHi..+ Œinson1®, 


un 2 KEY . à 
QanHi(L) = Gon+s,1 LU + Gant, LT +... + Gontt,on—1 L?, 


où les coefficients Gonr Cl Any r Sont des nombres rationnels, 
dont les dénominateurs ne sont divisibles par aucun nombre 
premier plus grand que 2n+1. Les premiers et les derniers 
de ces coefficients deviennent 


(=n' NB 
(13) in,0 — Es lea 
(2n)! 
I 
(— 1} n + « By 
(14) CENT er 1 
(2n)! 
(E5 Gin,jan1 = (— 1)! Ba; 
Te (—1)r(on+1)B} 
(36) din+1,2n—-1 = — 77 # 
J 


En effet, supposons vraies les expressions susdites jusqu'à l'in- 
dice 27 — 1, nous avons, en vertu de (6), à déterminer &o» os par la 
formule 


=71— 1 


D (—1)"IB,aon-2r,0 at Be 0 

d: + re TE D 

2n,0 (oi (an —:1)! É 
Dh à 


d’où, en introduisant les valeurs des &2n-sr,0; 


r—=n—î1 


2n 
(2n)larno—={(—1)7"1 > ( q 3, Ba, + (—12nB,, 


27 
pal 


ce qui donnera, en vertu de la formule eulérienne (13) du para- 
craphe XI, précisément l'expression (13) de Gon,0- 
Appliquons ensuite, par exemple, la formule (11), il est évident 
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que le polynome ©,,,,(x) deviendra du degré 27 et que nous aurons 
1\ 
CES (n ci an,01 


ce qui donnera l'expression (14) de dony1.1- 
Quant aux valeurs des deux derniers coefficients Gonan_1 € 


Gonya,an-19 1l est évident que 
Æ SA Co 
ST) 1. pe Bhoi(T) + — gent 
(— 1) on (7) Br =) (e) n 21(T) PE ) 


sont les seuls termes des premiers membres des formules récursives 

générales (6), qui ne soient divisibles que par x respectivement par 

æ?, ce qui donnera immédiatement les expressions (15) et (16). 
Remarquons, en passant, que la formule (11) donnera cet autre 


résultat : 


x ] 
(17) anna (n+t)ans 


Quant à la nature des coefficients &s» ; et 4», s indiquée dans 
le théorème [, savoir qu'ils sont des nombres rationnels, dont les 
dénominateurs ne sont divisibles par aucun nombre premier plus 
grand que 22 +1, cette propriété est, en vertu du théorème de 
von Staudt et de Th. Clausen, une conséquence directe des for- 
mules récursives générales (6). 


LXXXIV. — Analogies aux factorielles ordinaires. 


Il saute aux yeux que les sommes de puissances $, que nous 
venons d'étudier sont très analogues aux sommes de puissances 
Sa (mm — 1) provenues des zéros de la factorielle ordinaire OT). 

Dans le cas où m2 est supposé égal au nombre premier p, l'ana- 
logie des deux fonctions 


frtæ)=p!B;(x), 
Wp(T) = TX +1)...(2 + p—:1) 


peut être étendue beaucoup plus loin. En effet, posons, pour 
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abréger, 
(1) par) = x? + Lars + CoxP+ CixPch+.. + C1, 
(3) Wp(r) = rP+ CO) +xr1+ Cixr2+.. + CE De. 


nous aurons, par conséquent, 


\ 


(4) Ce ( 5 }B 


2n 


à : : 4. 
Cela posé, les résultats obtenus dans le paragraphe LXXIX 
donnent immédiatement la proposition suivante : 


L Soit p—2m +1 un nombre premier plus grand que 3, 


NOUS AUTONS 


(5) G,— C0 (mod p), 
. rex I cer (—1)"B, 
(6) ñ Pa FE her (mod p), 


où il faut supposer 1 £7r £m—i1. 


Quant au cas spécial exclu 7 — m, le célèbre théorème de von 


Staudt et de Th. Clausen donnera 


ï 
( oi) (— 1)” Bu= - + Ve 


où W5 estun nombre rationnel, dont le dénominateur n’est divi- 
sible par aucun nombre premier plus grand que p—2, ce qui 
donnera 


{8) Come CFE —1 eye 


de plus, nous aurons, en vertu de (4) et (7); 


1 1 
CGonm—=—1—pÜom; 


(9) 
tandis que le théorème de Wilson donnera 


Can = (p —1)! =—1+po, 


Mp=—1— Von (mod p ); 


c'est-à-dire que nous aurons 

Csmn + 1 
P 

CE x: 


? 


(10) = — \h,, (mod p), 


= — Lo. (mod), 


(1T) 
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de sorte que la congruence (6) n'a aucune analogie dans ce 
Cas. 
Quant aux sommes de puissances 52, et 5:,(p —1), nous aurons 


(12) Sir = Ser(p—1)=(—i)t1B,p (mod p?), 
ce qui donnera cette autre proposition : 


IL. Soit p—2m+1 un nombre premier plus grand que 5, et 
Soit 1 <r<m —1, nous aurons 


(13) S2r= S2r(p —1)=0 (mod), 


(14) Ser(p—1)=(—i1)T1B.  (modp). 


Quant au cas spécial exclu, il résulte, en vertu de (=) et (r2), 
Son = Sam(p—1)=—-i1-plb»h (mod p?), 
ce qui donnera immédiatement 


(15) Somn= Som(p —1) =—1 (mod p), 


Sam + So — VE 
(16) = = nr . : = Un (mod p). 


Etudions maintenant les deux sommes S,,,, et Sssi(p—1), il 
résulte, pour 1£r£m—i1, 


(17) Sar+1= S2rr1(p —1)=0 (mod p?), 


MO Rae ne Re : - » : 
mais 11 n'existe pas des congruences analogues à (6) et à (14). Or, 
il est bien remarquable, ce me semble, que les coefficients de fac- 
à: A repré : . Le pe 
torielles C;"*? représentent des analogies parfaites avec les sommes 
de puissances S:,,,. 
En effet, on aura tout d’abord 


RU CUESPURE"SE) 
2 5 Pl 3 ) 
ce qui donnera 
| Sy= C}=0 (modp), 
(18) Sel ï I 
RE mil re 4 
Ho PES (mod p), 


tandis que nous aurons ici la proposition générale : 


1 PE RURCES 
IENTS DE FACTORIELLE. 


) 


Sorti = dr — 0 (mod p?), 


= 2 Ce OO (mod p). 


— 


CHAPITRE XVII. 


LES FORMULES RÉCURSIVES DES B,. 


LXXXV. — Formules et théorèmes généraux. 


Revenons maintenant au théorème de von Staudt et de Th. 
Clausen 


I I I I 
(1) (—1)2B;= Ant + — LE Soie = = 
2) A1 A2 À n 


où À, est un nombre entier, tandis que les À, sont l'ensemble des 
nombres premiers du rang #, on a indiqué plusieurs relations dites 
caractéristiques pour les À». 

Or, de teiles formules sont illusoires à ce point de vue, parce 
qu'elles ne sont autre chose que des propriétés communes aux 
coefficients d’un groupe très étendu de formules récursives pour les 
nombres de Bernoulli, ce qui est évident si nous étudions, d'un 
point de vue général, le problème susdit sans nous borner à cer- 
Lains Cas Spéciaux. 

A cet effet, prenons pour point de départ la formule récursive 


<m—i 
NT 


(2) Ù rames bp (res): 
Gil 


désignons eusuite par 


(3) PiPaP3 +. Pu 


l'ensemble des nombres premiers impairs égaux à » au plus, puis 
introduisons, dans (2), au lieu des B,, les expressions Correspon— 


NI 
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dantes tirées de (1), il résulte une identité de la forme 


Va r=h 
AM 
{4) > RES TN ER Ne D 2, 


s=1 
cn —1 
Pr=1 
{ 6) M,= » Lm,spr—s- 
S—=A 


+ » Q CL) . . . . . 
Cela posé, soit 29 + 1<m» un positif entier impair et soit ensuite 


- I —1 


De Ln,2507 


al est évident que l'hypothèse 29 +1 = p, entraîne l'égalité 


w, = M, 


0 
' 


€ qui nous conduira à étudier les équations 


I Url 
: DsÛÔs ve 
(7) > mes As = Nyn— | A (ro ES 
S=1 s=1 


linéaires par rapport aux nombres ÿ,; appliquons ensuite la for- 
mule (4), il résulte Le théorème : 
I. Posons, dans (5), successivement 
ON UTE co CNE 


{es p nombres 


sont parfaitement déterminés et nous aurons toujours 0,1 
Où d—= 0; selon que 22 +1 est un nombre premier ou non. 


3 : | : he 
Revenons maintenant à la formule (4), puis supposons que 25» 


348 TROISIÈME PARTIF. — APPLICATIONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 


et tous les coefficients 4».»3 Soient des nombres entiers, 1l est évi- 
dent que la somme qui figure au premier membre est un nombre 
entier. Remarquons ensuite que les dénominateurs, figurant au 
second membre de la formule susdite, sont sans diviseur com- 
mun; il faut qu’elle soit divisible par p,, de sorte que nous aurons 
cet autre théorème : 

IL Supposons entiers 28, el tous les coefficients anses qu 
figurent dans la formule récursive (2), puis désignons par p un 
nombre premier impair égal à m au plus, nous aurons 


(8) DE (mod p ). 
S=1 
Soit particulièrement » un nombre premier, il résulte, en vertu 
dé (9); pour p—"r7, 


(9) Gn,m—1= 0 (modm ). 
Le théorème inverse de IT est évident, savoir : 


HT. Sotent les coefficients a» », des nombres entiers qui satis- 
Jont aux congruences (8) où p désigne un nombre premier 
empair, égal à m au plus, l'expression 


(10) 2 NY (—1}Sames Bs 


est toujours un nombre enticr. 


De plus, il est très facile de généraliser beaucoup les deux der- 
niers théorèmes que nous venons de démontrer. 
À cet effet, désienons par ÿ»,+s des nombres qui satisfont aux 
congruences 
Vnor = Vs (modp), 


où p est un nombre premier impair du rang 7 — 5 et égal à me au 
: Le, Le, 
plus, nous aurons évidemment 


nel = 
pi = 
= Ÿ 


Ln,ps—s Üm,ps-s = Ym,p-1 Lin,ps—s ( mod DE 


s=1! $s = 


A PE 
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; er ; ’ x 
c'est-à-dire que l'expression (10) peut être remplacée par cette 
autre 


2 
= 
(CRD) 2 > ( pass ac Dre 


Et dions encore la fonction 


S=1/1—1 


(12) fa)=K + >: s'am.s Bs(æ), 


SE 


où K est une constante, tandis que les B,(x) désignent les fonctions de 
Bernoulli, de sorte que f(x) est un polynome entier du degré m — 1; 
nous aurons le théorème analogue à IT : 


IV. Supposons que tous les coefficients Amos qui figurent 
dans la formule (12) soient des nombres entiers, puis supposons 
que l'expression 


(15) 2/(0)—2K—am: 


ait La même propriété, nous aurons les congruences 


Et | 


pd 


(14) > Am,ps-s = 9 (mod p}, 


s=1 
où p désigne un nombre premier impair, égal à mau plus. 


En effet, soit, dans (12), æ — 0, il résulte la formule récursive 


> IT — À 
ee 2 


| ! e 4: 
K — = ami f(o) = > (— 1) ams BDs; 
2 


5s—1 


on voit du reste que les coefficients &mos+s, Où SZ1, ne Jouent 


aucun rôle pour les congruences (14). 
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LXXXVI. — Formules d'Hermite, de Lipschitz et de Stern. 


Comme première application de nos théorèmes généraux, nous 
avons à étudier la formule de Bernoulli 


US) 
> 
nt \ m me 
1 FF \ Dre m23); 
G) Den()s D tra 
s=—1 


le théorème IT du paragraphe précédent donnera immédiatement 
les congruences 


(2) S ( m )=° (modp), 


où p désigne un nombre premier impair, égal à rm» au plus. 

Soit » un nombre impair, savoir m—2n—+1, Hermite (!')a 
démontré directement les cas correspondants de la congruence (2), 
tandis que Lipschitz (?) à traité à un autre point de vue la formule 
en question. 


Désignons ensuite par 


PiPs Ps-RE Pr 


l’ensemble des nombres premiers impairs, égaux à 7» au plus, 
posons 


UE 
= — px—1 
. [ mn 
( 3) On —= Éd ( ) 
Pxk  SPETS 
K—1) ul 


$S=n SU 
I /2R + I 2 D 
— 927 — Ë, \ LR DANS, 
> 25 di 25 É Li 
s=1! = | 


(*) Journal de Crelle, t. 81, 1836, p. 93-09. 
(?) Zbid., t. 96, 1889, p. r4. 


CHAP. XVIII. — LES FORMULES RÉCURSIVES DES B,. 591 


nous aurons, en vertu de (1), les deux relations 


S=R 
ENT ET 
(4) DA 2 Jar noms 0, 
SA 
S— 71 
= DIU #9 
Se DE 25 JAc= 1 n— on — Qon+2, 
S—1 


dont la première est due à Hermite. 

Or, il faut remarquer que G.-F. Meyer (!), déjà en 1862, a 
essayé de développer la formule (4) d'Hermite, mais qu’il n’a pas 
réussi à donner sous forme simple l'expression Q@,,,1. 
En soustrayant les deux formules (4) et (5), puis posant 


2 2n 
AV Fire 
» I DDC 
(6) On = Qont2— nr > —= , 
D 7: SPR—S—T 
F1 Sd 
il résulte la formule de Stern (?) 
SR 
L DIU 
(7) À (5 )A=—ammi on. 
S=1 


De plus, Stern, dans son grand Mémoire inutulé : Beiträge sur 
T'heorie der Eulerschen und Bernoullischen Zahlen (3), consacre 
les six dernières pages à une application analogue de ses trois for- 


mules récursives : 


sS=n—1 


2 
D (2, )8+cr[() | =, 
> Cr et, )Be+iren + 
ne 2 
D ay s)e- rent Br 0 


(:) Archiv de Grunert, t. 38, 1862, p. 241-246. 
(2) Journal de Crelle, 1. 8, 1878, p. 267-269. 
( 


3) Gottinger Abhandlungen, t. 23, 1878 (44 pages). 
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savoir les formules (16), (17), (18) du paragraphe XEIMulest 
évident que ces formules satisfont aux conditions indiquées dans le 
théorème IT du paragraphe précédent. 

Soit ensuite p un nombre premier impair, égal à 22 +1 au plus, 
il résulte par conséquent les trois congruences 


- ?2n 
=} =1 
œ 27 & 
(8) > =Ôp (mod p ), 
Sp—Ss—12, 
s=1 
27 
Sp à 
(9) DA ne >. (modp), 
Téd NSD SET 
SA 
<rn 
pl \ 
D Do: " 


NN 


où Ôp—1, 2p—0, selon que pest du rang # ou non. Stern dé- 
montre directement chacune des trois congruences en question. 

Tels sont ses résultats obtenus jusqu'ici en appliquant, sur les 
formules récursives, le théorème de von Staudt et de Th. Clausen:; 
on à cru évidemment que les congruences ainsi obtenues repré- 
sentent les propriétés caractéristiques des coefficients binomiaux. 

En effet, Hermite mentionne la fonction numérique Q,, définie 
par la formule (3), dans le cas où 72 est un nombre impair, savoir 
m—2n—+1, mais il existe une fonction analogue du nombre pair 
Mm—2R +2, et ces fonctions ne sont autre chose que des cas par- 
tüiculiers de la fonction générale 


qui figure au second membre de la formule (4) du paragraphe pré- 
cédent, pourvu que les conditions indiquées dans le théorème Il 
soient remplies. 

Lipschitz donne le cas particulier de notre théorème général I du 
paragraphe précédent, qui correspond à la formule (4) d'Hermite. 

De plus, on dit que cette même formule d'Hermite soit une for- 
mule récursive pour les nombres entiers A, quoique notre formule 
générale (4) du paragraphe précédent ait précisément la même pro- 


e. 
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priété, et en considérant les formules récursives que nous venons 
de développer pour les B,, nous verrons que la plupart de ces for- 
mules satisfont aux conditions susdites. 

Cela posé, il est évident que l'application du théorème de von 
Staudt et de Th. Clausen sur de telles formules récursives ne donne 
pas des propriétés caractéristiques des nombres entiers À,, mais des 
propriétés communes des coeflicients. qui figurent dans les formules 
récursives susdites. 


LXXXVII. — Sur les coefficients de factorielle. 


Nous avons encore à étudier les deux formules (11) et (12) du 


paragraphe LXXIX, savoir 


Gi) WU — 1 4-1 Cr. Cz R—T+HI Cri 
n+I 2 
ae 
= 2 
de n—r+2S ne 
D cour, 
S—A 
<n 
= 2 
! 
(na —3)!(n —:) ce Er 
(2) — LCR, 


PILES 


où il faut supposer, dans (1), 2£r£n—1; il est évident que les 
premiers membres de ces deux formules ne satisfont pas aux condi- 
tions indiquées dans le théorème IT du paragraphe LXXX V. 
Étudions tout d'abord la formule (1); soitp=2q<+1£r—+iun 
nombre premier impair qui ne divise pas #2 +41, nous aurons la 


con sru ence 


IA 
| 


Lo 
2 


(3) 


LA 


le 2 S te MR ors 
és ; À Gra= 0 (modp), DSP ETUI. 


24qS 


Il 


A) 
Soit maintenant z +1 un nombre composé el soit 
P1P2P3:.:Pu 


l’ensemble des nombres premiers qui divisent À» +1 et qui sont 
$ : vus verrons. en vertu du théorème de von 
égaux à +1 au plus, nous verrons, en vert 


23 


NIELS NIELSEN 
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Staudt et de Th. Clausen, que le produit 


TT rl 


4 D PaP3.es Puy —ÛC;} 3 
(4) P1P2P3 Py. ALT n+15 


est toujours un nombre entier. 
Soit enfin 2 +1—=p un nombre premier, nous aurons par con- 
séquent la congruence de Lagrange 


(5) CP=o (modp), 1£r£p— 0, 
Quant à la formule (2), la congruence qui correspond à (3) 


deviendra 


(6) CT (modp), 


a 
Il 
Fa 


où le nombre premier p — 2q +1£n +1 ne divise pas 2 +1; on 
voit que l’expression correspondante (4) ne dit rien dans ce cas, 
tandis que l'hypothèse ? +1 égal au nombre premier p donnera, 
en vertu du théorème de von Staudt et de Th. Clausen. celui de 
Wilson, car le dernier terme qui figure au second membre est le 
seul dont le dénominateur soit divisible par p. 


CHAPITRE XIX. 


LES QUOTIENTS DE FERMAT. 


LXXXVIII. — Formules fondamentales. 


Soit p—2m +1 un nombre premier impair quelconque, et 
soit & un positif entier non divisible par p, le théorème de Fermat 
s’écrira sous la forme suivante : 

(1) Cp (a); 
où Æ(a), le quouent de Fermat, est, pour a > 1, un positif entier, 
tandis que nous aurons 

(22) KE) = 0: 

Il est bien connu que les quotients de Fermat possèdent des 
propriétés analogues à celles des indices ou même des logarithmes. 

En effet, remplaçons, dans (1), le positif entier b non divisible 
par p, puis muluplions les deux équations ainsi obtenues, nous 


aurons immédiatement 


(3) k(ab)= k(a)+A(b) (mod). 


Soient ensuite, dans la congruence, 


ax =b (mod p), 
a et b premiers avec p, nous écrivons aussi 
(mod p), 


ce qui donnera, en vertu de (3), 


(4) K(2) = kB) — A (a) (modp). 
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Disons, pour abréger, que la fraction 


[41 


b 


est première avec p, pourvu que ni ani Ÿ ne soient divisibles par p, 


nous aurons le théorème suivant : 


I. Soient ai, as; as, ..., a, des nombres rationnels premiers 
avec p, tels que 
(5) 43... 4, —=—ÆEI (mod p), 
puis posons 


(6) y la 3 ce. Ap—= (1 PA), 


nous aurons to UJours 


(mod p). 


e 

Le 

h 
14 

1° 


En effet, la formule (6) donnera 
€ 
(di@r4@3...4,)P1=1—(p—1)pA + p?}, 
tandis que nous aurons, en vertu de (1), 
r—=p 
\? ! 
CAN ASS LE +pY A(as) + p?k, 


sS=1I 


ce qui nous conduira immédiatement à la congruence (5). 
Choisissons, par exemple, de l'ensemble 
RO Re En pol 
27 nombres différents 


{ @i, BEN Co UE 


| 6, DONS RE D 


SN 
[+] 
— 


de sorte que nous aurons, pouri<ser, 
(9) as+b,=p; 
l'identité évidente 


(10) AiGe@3.. a, =(p—b;)(p—b6;).;.(p—0,) 


dt 


[eu 
En 
nl | 
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donnera 


: AA» A3... 
(11) RE ñ 
AT EE el 1) (mod p). 


Posons ensuite 


. AL A2 Age An e ) 
(CP) PTT rl (1— pA), 


nous aurons, en vertu de (10), 


(ur) A— + +...+ (modp), 


I 
b,. 


tandis que le théorème 1 donnera de même 


Le NS ES 
(14) A = 2 À (as) DAC 
S=1 S—=1 


Ces remarques faites, nous avons à mentionner quelques rela- 
ons intéressantes entre les quotients de Fermat et d’autres 


nombres essentiels. 


LXXXIX. — Les quotients d'Euler et de Sylvester. 


Remarquons que le théorème de Fermat se présente sous la forme 


suivante : 
(am+i)(an—1)=0o (modp), HN up 


il est évident que le positif entier @, non divisible par p, satisfait à 
une des deux autres congruences 
(1) «a — 1 (mod p). 


Posons maintenant, d’après Legendre, 


(2) a 2? = (2) mod p), 


nous aurons, par conséquent, 
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Posons ensuite, conformément à la congruence (2), 


(3) a ? = (£)u+prial: 


il est évident que Æ,(a), le quotient d'Euler, est un nombre entier, 
et nous aurons, en vertu de (1), 


ap-1=1+2pk(a)+p?kf(a), 
ce qui donnera la congruence bien connue (!) 


(4) k(a)=2ki(a) (mod p). 


Soit en second lieu & un positif entier quelconque, le théorème 
de Sylvester, savoir la formule (10) du paragraphe LXI, montre 
que l’expression 


a2m (a? — 1) B 5e 


(5 — (4) 
(on 27 at ) 

est un nombre entier; nous désignons ce nombre A,(&) comme le 
quotient de Sylvester. 


Soit maintenant 
A M à 


l’ensemble des nombres premiers du rang m; l'expression 


a? (a? — 1) 


210 D nn 


est, en vertu du théorème de Fermat, un nombre entier. 

Soit ensuite 2Mm—1—p un nombre premier, tandis que a ne 
soit pas divisible par p, nous aurons, en vertu du théorème de von 
Staudt et de Th. Clausen, 

CLICLEEN 


P 


(— 1)#a?n(oîm—;1)B,, —= (mod p), 


ce qui donnera immédiatement, en vertu de (6), 


(6) kK(a)=(—1)#1%;(a) (modp), P=2m+i1, 
PI TUE 


(!) Voir le beau Mémoire de M. Lerch (Mathematische Annalen, t. 60, 190, 
P- 479). ; 
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c’est-à-dire que nous avons démontré le théorème : 

1e Désignons par P=2m+1 ur nombre premier impair 
quelconque, par a un positif entier qui n’est pas divisible par p, 
les quotients de Fermat k(a), d'Euler ki(a) et de Sylvester 
ka(a) sont liés par les congruences 


(7) k(a)=2ki(a)=(—i)r-1%,(a) (mod p). 


Soit particulièrement a — 2, nous aurons, en vertu de la for- 


mule (2) du paragraphe XVI, 


| 2m(22m—1)B,, 
(8) En = T», 


où T, est le m°"° coefficient des tangentes, ce qui donnera, en vertu 
de (7), 


(9) k(2)=2ki(2)=(— na iT,, (mod p). 


Revenons maintenant à la congruence (2), savoir 


(2) = GAS 
2 


puis remarquons que la formule (4) donnera 


V4 


CAD (2) [1+3pki(a)+3p?kf(a)+ ps ki(a)], 


il résulte, en vertu de (4), 


(10) (2) = 3a— ai" (mod p?). 


Nous aurons de même 


en) 8(£) = 15an— roan+ 3 as (mod p#), 


et ainsi de suite. 
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XC. — Expressions explicites de première espèce. 


La définition des quotients de Fermat nous permet de trans- 


former les deux nombres 


ya 
(1) rt D (— 1} k Jo—s—ir 
s = 0 
Ss—=p—2 \ 
(2) An, = D (25 )œ-s—rr 
Ss—=0 


que nous avons appliqués plusieurs fois dans nos recherches pré- 
cédentes. | 

En eflet, soit p un nombre entier impair, tandis que le positif 
entier & n’est pas divisible par p, nous aurons, en vertu de la défi- 
nition du quotient de Fermat, 


= à) par A(a \ = Te nt a”, 


ce qui donnera en vertu des définitions (1) et (2), 


S—=p—?2 
SE DS ITR : 
S—= 0 


S 
ur 
)—1 
(5) JP D: Ê . JGp—s it kip si) = Apt ap, 
S=0 


$=p—2 à 
: / EX 
(6) P » EE F Jktp—s 1 =(pni+, 

s =Ù 

RS 
s D — 1 
(5) P > (! : JÉGp—s 1) = AR pR(2), 

S—0 


car nous aurons 


M (D LEE (D 1 


A4 =2P-1—1=p#(a) 


CONTE 


CHAP. XIX. — LES QUOTIENTS DE FERMAT. 301 


N° # 
Cela posé, nous aurons les deux congruences 
(8) (p—1)l+r=o (modp), A-1=o (modp), 


dont la première n'est autre chose que le théorème de Wilson: 
c’est-à-dire que nous venons de donner une nouvelle démonstration 
de ce célèbre théorème. 

Posons maintenant, pour abréger, 


/ 


(9) (p=:)l1=2W,, API =D, 


où W, n'est autre chose que le quotient de Wilson, les formules (6) 
et (7) donnent immédiatement les expressions explicites 


S—=p—2 
TRE M. robe es he 
(10) WP 2 1 ( : ) (p—s—1), 
S—=p—2 
| ce P—1\, 
Cor) ME MbIEE Da À kp— si) 


Appliquons ensuite les congruences évidentes 


\ 


(2 }mty (mod p), 


S 


nous aurons de plus 


S—p—2 
(12) W,= > K(p—s—1)  (modp), 
s—0 
S=p—2 à 
(Cr) W,=#(2) + È (— 1} Æ(p — ss — 1) (mod hp); 
S=— 10 


la première de ces congruences est due à M. Lerch (!). 
Quant à la première des congruences susdites, posons, en vertu 


de la formule (12) du paragraphe LXXX VIT, 


Do IUT 1) DT 4 p) Go Pie ==) 
(14) 1-35... (P—2) Co 911 Done 


(!) Mathematische Annalen, t. 60, 190, p: 472. 
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nous aurons, par conséquent, 


ñ ; RP ee == = (mod?) 
(15) PREE ES Ro lo dp), 
s—p—2 
(16) W ph = D: (—1}s Æ(p —s —1) (mod p), 
s=0 
ce qui donnera, en vertu de (13), 
(17) W,=wp+ (2) (mod p). 


Pour trouver maintenant une expression explicite du quotient de 
Fermat Æ (a), nous avons à appliquer la formule eulérienne (1) du 
paragraphe LIX, savoir 


Dpt 


g 
aP— a = > fs Slt) Gp IN): 


r=i1 


ce qui donnera le résultat bien connu 


(18) Gate) = Le (FT )S _,(&—1), 


r—1 


d'où, particulièrement pour 4 = 2, 


(19) RO D Hé 


Introduisons ensuite, dans (10), au lieu des Æ(p—s—1), 
les expressions correspondantes tirées de (18), nous aurons une 
expression explicite, mais très compliquée, pour le quotient de 
Wilson. 

Remarquons que les formules (18) et (19) donnent les con- 
gruences 


F=p—i 
à he 
(20) a K(a) = D RS pat (modh), 
FT 
r—=p—1 
: — 11 
(21) DO) CE La (mod p), 


LEE 


dont la dernière est due à Eisenstein (ne 


(1) Berliner Monatsberichte, 1850, p. 71. 


Î 
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Appliquons encore l'identité évidente 


nous aurons 


à (modp), 


ce qui donnera, en vertu de (21), le résultat bien connu 


I 


(modp), 


(23) ON CERTES 
; I 3 5 = 


de sorte que nous aurons, en appliquant les congruences (11), (15) 
et (17), les résultats suivants : 


(24) Wh=k(2) (modp), Wh=2k4(2) (modp), 
I=p—A1 

(25) D (—1)A(s) = 0 (modp). 
4=3 


Posons enfin p = 2m +1, nous aurons de plus, en vertu de la 


congruence (9) du paragraphe LXXXIX, 


(26) W,=(—i}#-12T} (modp), (p=2m+#+t), 
ou, ce qui est la même chose, 
(27) APE (ma T (mod p). 


de sorte que nous aurons, en vertu de la congruence (16) du para- 
graphe LXXI, le résultat curieux 


I 
NPA A7 (mod p). 


1m P 


(28) 


XCI. — Expressions explicites de seconde espèce. 


Revenons maintenant à La formule de Bernoulli 


$ = 7/2 
a? aP-=1 Ce on ; 
Es ns ie SES UN ST Der 
AC ot > > 25 DS 1 Die 2 


$—=1 


où p —2n +1 estunnom bre premier, puis appliquons la définition 
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du quotient de Fermat et la congruence évidente 


( on }=—: (mod p), 


QE 


l 


nous aurons, après une réduction simple, 


s—=n—1 
| j : I (Cr) 1B,;a?nr25s 
DIRE DEEE > = 


St 


(mod p). 


Appliquons ensuite la congruence (6) du paragraphe LX VIEIL, 
savoir 


S=n—îi 
I I NCA : 
— + - +(—i1)tB, = DE me (modp). 
) P nt ) de = 2$ \ P) 
(ie 
il résulte finalement 
S=n—1 
Œ—I At (—1)1B; R 
2 k(a) = + ES =; (mod p): 
(2) 1@) 2€@ > 25 / : P) 
s=1 


cette congruence, nouvelle je le crois, est entièrement différente 
de la formule (20) du paragraphe précédent. 

Soit particulièrement a — 2, la formule (2) donnera, en vertu 
de la congruence (21) du paragraphe précédent, 


r=p—1 S=7nr—1 
Norte —DS1B,, | 
(3) > _ = > (7 ES) (mod p), 
r=1 É S=A à 


congruence que Je n'ai pas réussi à démontrer directement. 


Remarquons que la formule (1) se présente aussi dans cette autre 
forme : 


- S—=nr—1 
I : — 1) —1B,a22—-2s 
(D A(@)=— = = W,+ ù es (mod p), 
St s 


où W, est le quotient de Wilson, il résulte, pour a—2. 


S=n—1 

I L SN (—1)—1B, 9222-25 

Pi, AN SE / SE N 
= ï p (mod p). 


sS=1 


Etudions maintenant à un autre point de vue le problème qui 
nous occupe ICI. 


M 
L 
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A cet effet, nous prenons pour point de départ la formule (1) du 


paragraphe LXXX, savoir 


Op a(t+i)—(aP-l— 1) 


5 


Gal ? LOGS... CP a + [1 (p —1)!], 
que nous écrivons sous la forme 
Bof Er) pA(S) = Ciarsis Ciars,, + Ca +pW;: 
posons ensuite, dans cette formule, successivement, 
(6) NES. a Pl, 
puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues: il résulte 


DD? 


I : & ‘ s 
(7) e [ws(p) —p!']—pK,=— > ChSon-r(p —1) + p(p —1)W;, 


=): 


où nous avons posé, pour abréger, 


(8) K,=AkA(G)+k(2)+4(3) +...+ k(p —1). 
Or, en introduisant, successivement dans (4), les valeurs (6), on 
aura, en ajoutant toutes les formules ainsi obtenues, 
(9) W;=K; (mod p), 
savoir la formule (12) du paragraphe XC. 
Cela posé, remarquons que la formule (5) s’écrira aussi sous 


cette autre forme : 


1'=p—2 r= p —2 


: & ñ 
D Copol= pKr= >> Cp San-r(p —1) + pp —1)W, 


= m1 


nous aurons 


r=P—1 
: 1 
EW, = K))= Wp+ a D ChO3n-r(P=—1) (mod p), 
2] 2 
/ 1 Ep 
ou, ce qui est la mème chose, 
T7 1 


1 se \ 
FUN K») = Wh + = >. ee San-2r(P ) (mod p); 


r'=I 
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appliquons ensuite les congruences modulo p 


Tiers (—1)-1B, 
De PEER 


25 2n—2/r 7 —(—7ry2 71h, 
P 12) 27 P Si (P 1) ( ) [ip] 


il résulte finalement 


J=n—1 


(10) BW Ke) Woo) > 


1:=1 


B,B,-, 


27 


(mod p). 


Revenons maintenant à la congruence (2), elle se rattache évi- 
demment à un problème proposé par Abel (1) : 


Le nombre aP-1—1 peut-il être divisible par p?, p étant un 
nombre premier et a un entier moindre que p et plus grand que 
l'unité ? 


On sait que Jacobi (?) a communiqué des solutions du problème 
susdit, par exemple, 


DIMM CS, a=Q, 
D'= 99; a =1f, 
DES CS 


Quant au problème général, nous aurons la proposition suivante : 


L. La condition suffisante et nécessaire pour l'existence de la 
congruence 


(11) aPl= 1 (mod p?), 


où p est un nombre premier qui ne divise pas à, est représentée 
par cette autre congruence : 


S—=n—1 
I— 4 4 LR, 
(1) = — (nes == St 
s=1 ï 


a?n—2 7) (mod p). 


(!) Journal de Crelle, t. 3, 1898, p. 212; Œuvres, L. I, p. 619. 
(©) Journal de Crelle , 1. 3, 1828, p. 301-302; Werke, L. NI, p. 238-230. 


; 
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XCII. — Détermination des sommes diverses 


Posons dans la formule 
ant? GT 
(4) NU Es (p= 2m +1), 


où » désigne un entier non négatif, successivement 


: à] 
GR, Don one elle 


puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, nous aurons 
a=p—1 


(2) D 


a=1l 


Ro) mr 1) r pe D 
P 


Soit tout d'abord nr = 0, nous aurons la congruence, déjà trouvée 


dans le paragraphe précédent, 
r—=p—1 
(3) > 


I 
k(r)=(—i1)r1B,,; + RAS. 
r=i 


(modp), 


tandis que l'hypothèse n — 1 donnera de même 


r'Æp—i 
(4) Di rk(r)= = (mod p); 
7° = A1 


ces deux congruences sont dues à M. Lerch (!). 


Soit maintenant, dans (2), à un nombre pair, nous remplaçons x 


par 27%, ce qui donnera, en vertu de la formule (11) du para- 
graphe LX VIT, 


r'=p—1 
= nB, 
(5) DE 72n Æ(r) — rl 


m d 2)" 
TT 


Remplaçons, au contraire, dans (2), n par 27 +1, il résulte 
P=p=il 
&. 
(6) D: rat k(r)=o  (modp); 
= A1 


à 
(!) Mathematische Annalen, t. 60, 1905, p. 477: 


367 
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applhiquons ensuite de nouveau la congruence (11) du para- 
graphe LX VIT, un calcul simple donnera 


(7) > rt k(r)=(—i)"Bh (mod p). 


JR 
C'est un fait digne d'attention, ce me semble, que les seconds 
membres des formules (5) et (3) sont indépendants du nombre 


premier p. 
Revenons maintenant à la formule (1), nous aurons de même 


J'=p—1 À 

É NN! " Sn+2m(P —1)—Gx(p —1) 
ne] — 1)" 72 K(r) = = 
(8) Ÿ nr kr) = 


TU A 


Or, Sonyni(p — 1) n'étant pas généralement divisible par p, nous 
nous bornerons à l’étude du cas où À est un nombre pair, et nous 
remplaçons x par 2%, de sorte que nous avons à appliquer la for- 


mule (10) du paragraphe LXIIT, due à Euler, 


2e GC» on | 
(9) Gon(p—1)— + (or 2 )Tepimare. 
D | z 


Soit tout d'abord x — 0, nous aurons à poser 


S0(P—1)= 0, 
ce qui donnera 
—=p—i 
—1)}29mT ; 
(10) > (— 1)" Ar) = ( — SL (mod p?), 


= 1 


ou, ce qui est la même chose, 


r=p—1 


(11) > (— 1)" A(r)=£(2) (mod p), 


= 
de sorte que nous aurons une nouvelle démonstration de la for- 
mule (25) du paragraphe XC, savoir 


Fr=p—l 


GR 
(0%) > (—1)" 4(r) =0 (mod p). 


DS 


ji 


Malin Mbps bhe ii à 


TANT 
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Quant à la formule générale (8), posons, dans la congruence (1) 
du paragraphe LXVI, r —1, il résulte, en vertu de (9), 


l'=p 


(13) Se ne = NAT: Lx (mod p); 


272 
11 


c’est une chose digne de remarque, ce me semble, que le second 
membre de cette congruence es! indépendant du ie premier p. 
Étudions maintenant des sommes contenant les symboles de 


Legendre = 
( = qi ( d 
a (mod h), 


nous aurons tout d’abord 


a Mars ant3m  qn+m 
an —)k(a) = —— (mod p), 


12 


ce qui donnera 


1'=p—A1 
à * Se nt = sa n+n —1) 
Cor, TOLOE np ns D D mod p 
71 


Soit, en premier lieu, 7 + m un nombre pair, savoir 
RUN — 21, 
il résulte, en vertu de la congruence (11) du paragraphe LX VIF, 


a=p— 


D «(£)o= UE (mon 


A 


(15) 


posons particulièrement » — 0, ce qui donnera m— 27, p — 47 +1, 
nous aurons, en remplaçant r par mn, 


GE) 


(16) > (£)#ta)= como, (mod p ); (p= 4m +1); 


di=A 


cette congruence particulière est due à Melerchob) 


(!) Mathematische Annalen, 1. 60, 1900, p. 480. 


NIELS NIELSEN 
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Soit, en second lieu, # + m un nombre impair, savoir 


n+mMm—=2T—I, 


la formule (14) donnera 


a—=p—1 


(17) > a (2) k(a) = 0 (mod p). 


(TA 


Appliquons maintenant la congruence (10) du  para- 
graphe LXXXIX, nous aurons 
a=p—i 


> a(£) k(a) = 4 Sar+9m+#1(p —1) — 3 S2r#1(P —1) — Sar+rm—1(p — 1) 
P 


= 1 


(mod p), 


ce qui donnera, en vertu des congruences 


Bsiom = (— ie 2Bs+m— B; ( mod p ), 


1) Bin ss Po (modp), 


2n 


tirées directement des formules générales (7) et (9) du para- 
graphe LX VIIT, 


pl 


(18) : > a (2) ka) POrReHDEe (mod p). 


47 


a = 


Posons ñ —o, ce qui donnera m—2r+1, P=ArT+3, nous 
aurons, en remplaçant 7 par m, 


a=p—1 


1 CN __(—no2 
(19) = > (É) ac = Dr, (mod p); (pP=4m+3). 


(abs | 


Nous aurons de même 


a=p—1 


D en OU : __ Sn+3m(P —1) — 0, DIET) 
Dr Dear (?) k(a)= np 0 entn(p 0 cd 


da] 
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ce qui donnera, en vertu de la congruence (1) du paragraphe LXVI, 


pourvu que 7 + m—2/, 


pis 


(20) > EX) (2) k(a) = ee (mod p). 


D2D 


GA 


Soit particulièrement » — 0, ce qui donneram—2r,p—4r+1, 
nous aurons, en remplaçant 7 par 77, 


a=n—1 


(21) > x (#) k(a)=—T,} (modp); (p = 4m +i). 


= 1 


CHAPITRE XX. 


DES RÉSIDUS QUADRATIQUES. 


XCIII. — Nombres des résidus dans un intervalle donné. 


Soit p—2m +1 un nombre premier impair quelconque, le 
positif entier &, plus petit que p, est dit « résidu quadratique de p », 
pourvu que la congruence 


(1) LT — (mod hp) 


ait des racines. Or, remarquons qu'un nombre carré quelconque 
non divisible par p donnera le même reste modulo p que donnera 


un des nombres 
ENS Not MLD 


il existe évidemment précisément 72 résidus quadratique de p. 
Appliquons la définition (1), il résulte 


(2) an= x =] (modp), 


de sorte que nous aurons, dans ce cas, en appliquant le symbole de 
; Cas, PPUuq s 


OR 


Supposons, au contraire, que la congruence (1) n’admette pas 


Legendre, 


(5) 


des racines, nous aurons par conséquent 
(4) am —=— ] (mod hp) 


ou, ce qui est la même chose, 


(5) (£) =: 
P 


. dans ce cas, & est dit « non-résidu de p ». 
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1 
Soit maintenant & un positif entier plus petit que p, nous dési- 
gnons par R(a) le nombre des résidus quadratiques de p qui se 
trouvent parmi les nombres 


(6) EP CP 


tandis que [(&) est le nombre des non-résidus trouvés parmi les 
mêmes nombres. 


Cela posé, nous aurons évidemment 

(7) R(a)+I(«) = a, 

tandis que les congruences (2) et (4) donnent 

(8) R(a)—I(a)=S,;(a) (mod hp). 
Appliquons maintenant les formules bien connues 


Sa(a)=n![B»41(a) — Brno)|, 


ST 1 


(æ dm) n=s ri ; 

B CrN— — B. 1). 

ar md (n—5s+1)! s( ? 
S—0 


où æ et à sont des variables complexes quelconques, nous aurons, 
en introduisant 


puis posant 

(9) AY ET —p, 

cette autre représentation de la somme de puissances De (4) 
s=n+1 


n| pr-s+i x 1 
D Sal n!B,to)+ > mn / B,(—=) 


SRE) gl 


S—=0 
Soit ensuite, dans (10), P un nombre premier Impalr, tandis 


que g et » désignent des entiers non négalifs, le théorème de 
von Staudt et de Th. Clausen donnera la congruence 


7e ; +4] 
(11) S,(a)=n! [inu(—2) — Bru(o)] (mod}p), 
où il faut supposer 1£R2p —5. 


Cela posé, nous aurons immédiatement, en vertu de (8), le théo- 


rême : 


374 TROISIÈME PARTIE. — APPLICATIONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 
I. Soit p—2m +1 un nombre premier impair quelconque, 
el soit 
LIT 


les définitions susdites de R(a) et I(a) donnent 


à ; ; L 
(12) R(a)—I(a)=m! [Bu (— 2) —Bnuto)] (modp). 
isie i ar ° ier tel LT ASE DE 
Désignons ensuite par «a, un autre entier tel Que 4 <_ di =} 5 
puis posons 
CUT E on mL 
il est évident qu'on pourrait, en vertu du théorème susdit, déter- 
miner les nombres des résidus ou des non-résidus parmi les 


nombres 
CAN TA en Te 


Dans ce qui suit, nous ne donnons que les applications qui 
permettent de déterminer, en vertu des formules numériques 
déduites dans le paragraphe XVI, sous forme simple le second 
membre de (12). 


Première application : r = q=—1, ce qui donnera a — p —15- 
— Nous aurons le résultat évident 


(13) R(p— 1) = [(p—1) = mn. 


Deuxième application : q —2, r =1,ce qui donnera a = m. 
— Nous avons à considérer séparément les deux cas suivants : 


1° A estun nombre pair, savoir nm —2n, ce quidonnerap=4r +1; 
nous aurons le résultat évident 


(14) RO) NE rR)—E Tr: 
2° Soit, au contraire, » un nombre impair, savoir m — AT 
k aire, € pair, Savoir Mm—2n +1; 
ce qui donnera p — 4 nr +3, nous aurons 


(15) R(an+i)—T(on+i= (— Hunt DB: 
(FR +4) 2 


(mod P) 


ou,-ce qui est la même chose, 
(— Di Dee, 


2 


(16) Ron +i)—T(an +1) = 


(mod hp). 


RL à sic 
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Appliquons ensuite l'égalité 


= _ n—1 
ne RS © 


nous aurons pour 7? pair, savoir p = 8m +3, 


(17) R(4m+i)—I(4m+i1) =— 6B:»+1 (mod p), 


tandis que l'hypothèse p = 8m +5 donnera de même 


(18) R(4âm+3)—I(4m+3)=92Bom (modp). 
Ces deux résultats sont dus à Cauchy (*). 

Troisième application : q = 4. — Nous aurons à étudier sépa- 
rément les deux cas suivants : 

DA #n ei GNU; ce qui donnéra 


(19) R(m) — I(m) = EE (mod p ); 


2° p—=4m+3,a—m,r—=3; nous aurons dans ce cas 
(20) R(m)—I(m)=(—i)ti(onri—r) (ont Lr)B,,;1 (mod p»). 

Soit ensuile 

2 2) 
M—2n, DS ILE ES" NT, 
il résulte 
(21) R(2n)—I(2n)=n, 
tandis que l'hypothèse 
2 
D NN CE DEO TEE: (2) =: 

donnera de même 


(22) R(on+1)—1(2+1) = 2Bon+e (modhp\, 


Quatrième apolication re He Nous avons à étudier sépa- 


rément les deux cas suivants : 


(:) Mémoires de l’Institut, t. XVII (1830) 1840, p. 265-266, 442-445. 
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IN. Ts 
1° p—I2Mm+5, TETE 1-1. (5) 1 ce qui don 
nera 
(55h) R(4m+o)—T({im+2)=(—i1)" 1 B;m+2 (mod p); 


3 2 
D DEUST, Ce HIT on Re: ( — 1; nous aurons 1C1 
(21) R(4âm+3)—I(4m+3)=(—-i)" ob» (mod p). 
Cinquième application : q —6. — Nous avons à étudier les 
même cas que dans l’application précédente : 
1° p—I2Mm+7,a—2mMm+I,/—=1; ce qui donnera 


(25) R(am+i)—l(om+i)=(—1)#2B;mn (mod); 


2UP—ISM HI, A—2mM-}1,T—)2; nous aurons dans ce cas 


(26) R(om<+i) — [(2am+i)=(—i)tloB;mes (mod p). 


XCIV. — Nombre des résidus dans une série arithmétique. 


Soit p—2m +1 un nombre premier impair quelconque, et 
soit & un positif entier plus petit que p, nous avons à étudier les 
nombres R,, et 145 des résidus, respectivement des non-résidus 
de p, qui se trouvent parmi les termes de la série arithmétique 


(ni) b, ba, b+oa, .\ bHga, 


où il faut supposer 
b+qa<p (1S0E a) 


Ces définitions adoptées, nous aurons tout d’abord 
(2) Rab—+ la b= g +1; 


posons ensuite 
P=am+d (ISA a— 1), 


nous avons à déterminer le positif entier c, tel que 


(3) b+c+ag=p (o£c£a—1), 


| 
| 
: 
+ 
! 
- 
“ 
4 
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[#E] 
I 
1 


ce qui donnera 


b+c—=d, DEN) COEERT) 


(4) 
b+c—a+d, M = Q+I (O4). 


Appliquons maintenant le même procédé que dans le paragraphe 
précédent, nous aurons ici 


(5) Ra,b — lo Ÿ (b+ as)" (mod p), 


de sorte que nous avons à étudier la somme de puissances qui 
figure au second membre de cette congruence. 
À cet eflet, prenons pour point de départ les deux formules bien 


connues 
s=47 
» / te | ; [ it 
B+1 (TX + 4) = BCE == sl D (= De. 
SE 
Sri 
È (tx + a)1-s+1 
Br) — Be de 
n+:(æ, (nl s( D) 
s=0 


posons, conformément à la formule (3), 


b C 
LT = —» L— —3 
« « 
nous aurons 
S=4q sS=n+l 


- ESS pi C 
n——H 1 B, 
D (b + &S) rl ( 7 ) D: (n—s+ 1) SRE TO a ? 


n! an 
$S=0 S=\0 


ce qui donnera, en vertu du théorème de von Staudt et de 


Th. Clausen, 


$S—=/72 


Ô : b—a\ 
(6) D'(b+ sa) =n!ar [5 (- == Bai | : | (mod p), 


5—0 


où il faut supposer 1 £ n £p — 3. 

Cela posé, nous aurons immédiatement, en vertu désolé 
théorème : 

MesScrenthe, er 144 les nombres des résidus respectivement 
des non-résidus parmi les termes de la série arithmétique (1), 
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nous aurons avec la définition (3) du positif entier c 


b—a 
(7) Rao— V,6= mia” Le (- 2) — Bnes ( )| (mod p). 


(42 [42 


L’analogie de ce théorème avec celui que nous venons de 
démontrer dans le paragraphe précédent est évidente. 

Considérons tout d’abord les équations (4), puis supposons 
donnés les nombres & et b, nous aurons à choisir un autre positif 
entier D,, tel que 


(8) b+b;=d ou b+b;=a+d, 


selon que b <d ou bZd. 
Cela posé, la formule (3) donnera, en vertu de l’équation fonc- 
tionnelle de Jacobi, 


(9) Ra,6— Tao = (— 1) (Ras, — Tab) 


résultat qui est évident du reste. 

Soit maintenant d un nombre pair, savoir d = 20, ce qui exige 
a impair; soit ensuite a + d = 20, ce qui exige aussi & impair; 
nous aurons en posant, dans (8), b—=b,— à, 


} 


ù 
| Ruë— lao=2m)loatm Ban (— =) (modp), (p=4m+i); 


le premier de ces deux résultats est évident aussi. 
Dans les applications suivantes, nous nous bornons à l'étude des 
cas particuliers, dont les résultats se présentent sous forme simple. 


Première application : a — 2. — Nous avons à étudier séparé- 
ment les deux cas : 


(0 


1° p—/{m+ 1; nous aurons les résultats évidents 


(11) Riz = mn, Ro = 22 = M; 


» , ) 


2° p—=/4im +3; dans ce cas, nous trouvons 


\ R2,1 — Li = P,2 — Ro, 


| Rule JO SAURA 


pre (mod p), 


RER , D? 430 QE LS 
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R31— J3 1=— 4 Br» (mod p); 


2° Soit ensuite p —127M—+11, nous aurons de même 


\ R31= 31, 
(18) R3,9— Lo = 13,3 — R3,3, 
R3o—so=(—1)72B3n+s (mod p). 


979 
ce qui donnera finalement 
(3) | Ri1 —b1=—6B;,:: (mod p), (D=8m +3), 
Ü Roi—1=--2Bine (mod p ), (P=8m+7). 
Deuxième application : a— 1. — 1° Soit pP—=AmMm +1, nous 
aurons 
| R;,1 — Li == Rs, — Ts, RUE Ge Ri,: — los 
(14) 4 
à (— 1) 
| R; 1 — ire l,,3 — R,,3 = — 10 (mod p); 
4 
2° Soit p — 4m + 3, nous aurons de même 
Roi li = li, — Ris, Ri,s—s= li —Rin, 
R;,3 — L,,3 = (—1)2( 2242 1) (22742 L 2) (modp), 
RL (— 1} (o2m F2 j)(o2m+2 2 )B,: (mod) 
ce qui donnera, pour p = 8m + 3, 
il R:,3= 3, 
(15) 1 L 
R,,1 — P1=12B;»+ (modhp), 
tandis que nous aurons, pour p = 8m + 7; 
(16) R;,,3 — 1,,3=— 4 Bomio (mod hp), 
Rs = 1: 
Troisième application : a — 3. — 1° L'hypothèse p +i2m—; 
donnera 
R39— J39—= 2 +1, 
(17) Rs 51= 1533 Rss, 


Quatrième application : a 6. — 1° p—1i2m+7; dans ce 


€as nous avons 
Rça— [6,1 = T6,6 — Ri,6, Ro — [6,2 = FES R6,5, 


R6,3 — I5,3 —= I, Fi R5,; 
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de plus, nous trouvons 


Reu— l61=(—1)#92B3;m+ (mod p), 


(19) Rs,o— 6,9 = 2[22%—(—1)"] Bsm+o (mod p), 
Ro 5,3 (—1) "Ho Bye (mod p ): 
2° L'hypothèse p — 12m —=11 donnera 
Roi L6,1, Ror—1l6: 
(20) Ro. — 52 = 16.3 — Rs3=—2{[1+(—1)"] Bn+3 ( mod p), 
Ro,5— 65 l6,6 R6,6 —= % [1  ( 1)#:] Be ( mod p ). 
Cinquième application : a = 12. — 1° Soit p — 12m +7, nous 


trouvons 


(21) Rios = iss= lis Riou (— 1)" 19 Bb; (mod p }: 


2° L'hypothèse p — 127 +11 donnera de même 


R 9,3 — Lis,3 = 2,8 — Ros=(—i)"t14B;hs (modp), 
22) | 


Ri2,o— Li9,2 = Lo,9 — Ris o=(— 1)" 4 Bin (mod p), 


XCV. — Sommes de puissances. 


Désignons par & un positif entier, tel que 1£a£p—1, 
OÙ p—2m +1 est un nombre premier impair, puis désignons 
par R,(a) et 1,(a) les sommes des n°" puissances des résidus 
respecuvement des non-résidus de p qui se trouvent parmi les 


nombres 
(t) Re a: 
nous aurons évidemment 
(2) Rr(a)+l;(a)= Sa(a), 
Aude que les congruences 

am= #1 (mod p), 


selon que «& est résidu ou non-résidu de p; donnent de plus 


(3) Ra(a) — Ia(a) = Snim(@) (mod p); 


DÉS LS) dE MS Sd SA D LÉ dt mn 4 ét désnmbée dns Stay s athée )È, pes Li des dent) Li ne 
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c'est-à-dire que nous aurons 


2Rn(a)=Sn(a) + Surm(a) (modp), 


2 [,(a) = Sn(&) — Srrm(a) {mod p). 


Etudions tout d'abord le cas & — p — 1; les formules (4) donnent 
immédiatement le théorème suivant qui est très connu : 


CS. à Ê : . 
F. Sort P ur nombre premier Umpaur quelconque, ROUS ŒUI'ONS 


(5) Ra(p—1)=1n(p—1)=o (modp), fr ei 


\ / 


Appliquons maintenant la congruence (10) du paragraphe LXXXIX, 


nous aurons 

AT) al) 35, ua) Sa) (mod p°)}; 
ce qui donnera, en vertu de (2), 
4Ra(a)=2 S,(a) + 3 Srtm(a) — Srrsm(a) (mod p?), 


(6) 


| 
l 4 In (a) — ? SA (A) — 3 Srtm(a) + Sn) (mod p? le 
de sorte que nous aurons cet autre théorème : 


I. Soit p un nombre premier de la forme Am+1, nous 


ŒUTOnNS 
(7) Renm(p—1)=lonn(p—1)=060 (modp?), (1Z2n£<m—1). 


Dans ce cas, nous appliquons la congruence (11) du para- 


graphe LXXXIX, ce qui donnera 


8R,(a)—81,(a)=15 Sn+m(a) —10 Somalie dons) Mode) 


de sorte que nous aurons, en vertu de (2), 


{ 16 Rh(a) — 8 S,(a) + 15 Sp+rn a) — 10 Sn+3m(4) +9 Sntsn (de) 
* l (mod p3), 
| 1607 (a)=—9 SA) T0 Sntm(a) +10 Satsm(a)—3 Sn+s5m(a) 
(9) l (mod p#). 
Cela posé, il est évident qu'il faut étudier séparément le cas par- 


ticulièr 7 = 1. 
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L'hypothèse p — 4m +1 ne présente aucun intérêt, parce que 


nous avons évidemment 


(p —1 
(10) Rp) = lip 0) = LED. 


Soit maintenant p— 4m +3, les congruences (6) donneront 
Â Ri(p NES PE (— IE) PACS B 1 + B3»+2)p (mod p?), 


de sorte que nous aurons finalement, en vertu de la congruence (12) 


du paragraphe LX VIT, 


R,(p — 
î k . à 1; (—1)24 By (mod p), 
«u) fee 
ra — 1 1r4b,. (modp); 


ces résultats sont dus à M. Voronoï (1). 
Etudions maintenant le cas général. Supposons tout d'abord 


P=4m+3, 


nous aurons, en vertu de (6), 


R>; — 1EE — — n—1B, 
(1®») Se (mod p); 


il est très curieux, ce me semble, que les seconds membres de ces 
congruences ne dépendent pas du nombre premier p. 

Appliquons ensuite la congruence (11) du paragraphe LXVII, 
nous aurons de plus 


Ron+1(p —1) 157 (  L) —1)}t+n (8 
ER PP nn pe Re à. (mod p). 


P P 8nr +2 


Soit ensuite 
P=4AMm+1, 


le même procédé donnera 


Ron(p —1) / B (—1)on 
| à =(—1t Fat <e RER en, Buin) (modp), 
14 2 L 
La (p —1) B (— 3} 
2. es (—i)ron 
Er ; =(—7rÿ (+ _ ——" Brin) (mod p). 


RER A 


(') Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, t. 30, 1899, p. 184. 
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Quant aux sommes Roy41(p —1) et lon 41(p — 1), nous avons à 
appliquer les congruences (8) et (9), ce qui donnera, en vertu des 
formules 

Br+tom=(—1)"2 Brim— By (modp), 
NE 1 


ON) OB, = RB, (modp), 


272 


urées directement des congruences (9) et (11) du paragraphe LX VII, 


Renmitp 1) VA Ba D: 
eZ : 3 e - : Burn) (mod p). 


(15) PE 2 (CRT 
Lh+1(p —1) INV/B (—1)on 
Er Un à ST or ? Lo ( > (= es Buvn) (mod p), 


de sorte que nous aurons 


Ron — 9 — 
ON ss D = (n+! _) tp 0 AP) (modp), 
(16) S Fe ‘ ? 
MP E al) ; J >n (PP =) , 
PE = (r : :) e, (mod p), 


congruences qui sont précisément de la même forme que celle-ci 


pe 1) = (n+ :) SLA De] (mod p), 
p? 2 P 
lirée directement des formules (=) du paragraphe LXX VIT. 
Appliquons les congruences (4), nous verrons que la formule (11) 
du paragraphe XCIIT admet des applications immédiates sur les 
sommes R,(a) et I,(«). Or, les résultats généraux étant assez 
compliqués, nous nous bornerons à indiquer les formules les plus 
simples, tirées directement des congruences (4). 
Soit p de la forme 4m + 3, nous aurons 


Are 1) AT nt 


Ron(2m et) =— lin(2m +1) = TES (modp), 
(17) | Cort. 
Ronni (2m +1) = lnn(2m +1) = QUES (mod p), 


de sorte que le second membre de la dernière de ces formules est 


indépendant du nombre premier vor 
Soit maintenant P de la forme 4 mr +1, nous aurons au contraire 


(18) Ron(2m)=ln(2m)=0 (mod p); 
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: » . % FER 
l'étude ultérieure de ces congruences, établie à l’aide des con- 
vruences (6), donnera des résultats assez compliqués. 
Dans le cas p — {4m +1, nous aurons de même 
(— 1) 


R:(m) = —(E£,+ = 1072 Extm) ( modp), 


D#n+38 


(19) 


— })2 


(En —(— 1)" Ensm) (mod p). 


+243 


( 
) nm) = 
\ 


Les formules que nous venons de développer montrent claire- 
ment qu'il existe une analogie très étendue entre les sommes de 
puissances S,(a) et les sommes R,(a) et 1,(«). 

Or, il est possible de pousser beaucoup plus loin lanalogie 
susdite, nous le verrons dans les paragraphes suivants. 


XCVI. — Analogies des coefficients de factorielle. 


Soient 
(1) PES MT UT NET ET 


l'ensemble des résidus quadratiques du nombre premier p—2m+1, 
les coefficients 4, du polynome entier du degré 


(2) RÉ ACr  RNC Eo CS) 
= DRE QE, , Lam T+ Am 
et les sommes 


> n . 1 » 
Ra(p—1)=r? +rf +... re, 


que nous venons d'étudier, sont liés par les formules de Newton 


q=nr—1 


(3) AG D: (—1)ayRn-q(p —1)+(—i)tna,= 0. 
q=1 


où 1l faut supposer 2 £ 2 mn, tandis que nous aurons 
(400) Ri(p—1)— a =o, 
ce qui donnera le résultat connu 


(5) {n=0 (modp); (£n£m—i) 


sé us ec À tn 


métis. mbté ichéitose tuent à an x à 


PT OT TP PS NN PV ON IE OS ee 
7 . 


a + Cons dun éd SE à ns di des! iostnblos)tsiéhé nés qu 
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De plus, nous aurons, en vertu de (3}et (4), 
(6) Ry(p—1)+(—iïnan= (mod p?), SONO) 


Soit maintenant p de la forme 4m+3, la première Gr con- 
gruences (1) du paragraphe précédent donnera 


(7) a —=— : + (— 1) Bu: (mod p), 
4 


tandis que nous aurons généralement, en vertu des formules (12) 


et (13) du paragraphe susdit, 


Œ (— 1)2B 
a — noue (modp), 
\ P 47 
(8) 
don+1 Æ I Le CE sn) 
PUR PE DUR Le) Hot 


où 1l faut supposer 1£n£<2m, respectivement SU 2m. 
Soit ensuite p de la forme 4m + 1, nous aurons de même 


(— 1) By 
Lan Œn —1 


) (mod p), (Er 2m EN) 


tandis que les @,}1 satisfont à la condition 
(10) Œinti—=0 (modp?), (DENT EL: 
nous aurons dans ce cas, en vertu de (3), 


Ron+1(p—1)— &Ron(p —1) + don Ri(p —1) + (on +1)ainH = 0 
(mod p?), 


ce qui donnera après un calcul simple 


(1) Die ES Ca (n- :) ( re ur Pntx ) (modp), 


2 } in AR —1 


d’où, en vertu de (0), 


Aon+1 D \ Gr 
É a  — — (mod p). 
(re) p? ( À P É 


Quant au coefficient &,, il résulte, en vertu de (4), 


(p=—= 17) 
(13) : a=Rip—i)= PE. 


NIELS NIELSEN 
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Revenons maintenant à la formule (3), puis posons # — m, il 
résulte 


(14) Rm(p—1)+(—i)mrrs...rTm=o0o (modp?), (p=2m+i) 
appliquons ensuite les congruences 
2r7m=9+pk(rs)  (modp?), (LSS 70) 


üirées directement des formules (4) et (5) du paragraphe LXXXIX, 
il résulte 


$— 71 


2Rn(p—1)=p—1+pŸ (rs) (mod p?), 


S=1 
ce qui donnera le résultat bien connu 
(15) laTa Te. Tim (—1)""1 (mod p). 
Posons ensuite 
(16) RE in 


nous aurons, pour le nombre entier Q,, 


SAUT 


(17) 2,= S k(r:) (mod p). 


ST 
Applhquons maintenant la congruence 
4 Rm(p —1) = 2 Sp —1) +3 Som(p —1) — Sym(p —1) (mod p?), 
tirée directement de la formule (6) du paragraphe XCV, et 


L / 
n == - = B,,4, —(—1)72B,, (modp) 


obtenue de la formule générale (16) du paragraphe LXVIL, en Y 
posant » — 2, nous aurons, en vertu de (14) et (16), 

à (—r)nt I I S — 1) 
(18) Q;, —= Re come 2p — cr D (mod p). 


Soit ensuite p de la forme 4m» + 1, nous aurons par conséquent 


1 I 1 
(19) Q, = — 5 Ban + . eee (—1)r1B,, (mod p), 


CHAP. XX. — DES RÉSIDUS QUADRATIQUES. 387 


tandis que l'hypothèse p — 4 m + 3 donnera 


1 1 I 
(20) Q, = — Borne + — — - (mod fo) 
2 2P 2 
En second lieu, soient 
(21) L1, Lo, ls, nelsss 1 


u » + . . 
l’ensemble des non-résidus du nombre premier p —2m—+1,ilest 
évident que les coefficients b, du polynome entier du degré m 


(6 P(r)=(r+u)(tT+t)...(T Lin) 
AUS biz” = re += Dore 


et les sommes 
épi) =ni ei... Et 


sont liées par des formules aualogues à (3), ce qui nous conduira à 

une suite de résultats parfaitement analogues aux précédents. 

2 … . A 1: . 214 
C'est pourquoi nous nous bornerons à | étude du cas parüculier 


(23) Im(p—1)+(—i)mitots...in=0 (mod p?); 

apphquons La congruence 
s=m 

> np 0 = p+rpY EG) (mod p?), 

sel 

nous aurons le résultat bien connu 

(24) Ep lo lgs ee ln = (—1)" (mod p). 

Posons maintenant 


(25} Uytols.. im (—1)"(1— pQ;), 


nous aurons par conséquent 


S=Inm 
(26) = Ÿ Ai). 
SEL 


A # AE 
et nous trouvons de même, pour p = 17 +1, 


Û a] 4 
(27) De = Bin + RO LS ŒSuRR (mod p), 
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tandis que l’hypothèse p = 4m + 3 donnera 


: I I I 

(28) RÉ L  . (mod p), 
de sorte que nous aurons, dans ce cas, 

(29) 0,= 9, (mod p). 


On voit que l’analogie des deux congruences (15) et (24) avec 
le théorème de Wilson est parfaite. On voit de plus que chacun des 
deux nombres entiers Q, et Q, que nous désignons comme quo- 
tients de Gauss, est très semblable au quotient de Wilson. 

Multiplions les deux congruences susdites, nous avons une nou- 
velle démonstration du théorème de Wilson, de sorte que les for- 
mules (16) et (25) donnent, pour les quotients de Wilson et de 
Gauss, 


(30) Wp=9Q,+ Q!, (mod p), 


d’où, en vertu de (29), 
(31) .2=0,=1W, (modp), (p=ém+3), 


congruence qui est facile à démontrer directement. : 
On voit que la congruence (30) donnera de nouveau |’ expression 
bien connue pour le quotient de Wilson. 


XCVII. — Applications des polynomes symétriques. 


Soit p un nombre premier de la forme 4m +1, la congruence 


évidente 
p—i p—t 


a ? =(p—a) ? (mod p) 


Le." 


montre clairement que & et p — a sont en même temps résidus ou 


non-résidus de p; c’est-à-dire qu’il est possible d’ordonner les 
résidus quadratiques 


(1) Ta a Ts Mare Ton: 


de sorte que nous aurons toujours 


(2) Ps + Tm-s+1 = D, (HÉSSam). 
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Cela posé, il est évident que le polynome du degré 2m 


(3) f(x) = (me hri)(r Er)... (t + rom) 


= RM a RM EH Qu 1 + Qi 


satisfait à l'équation fonctionnelle 
. 
: 
| (4) f(—z—p)= f(x), 
| ‘ 
| de sorte que nous aurons, en vertu des formules générales du para- 
graphe LXIX, 
$ S—=n7—1 
: à [am —s À 
| (9) [1—(—i)t an = > oi Cu }r° S@s, 
Er. == 0 
ET S=2n+1 MUR 
27 2$5+ 
\ APS ( p ) 
0— (— 1} — ds 

(2) di ) 2n—Ss+1/ \2. 
S—0 
S—=n—1] | 

; _f2m—2s—t FX 
8 (7) (— 1}? [&en+1 — p(m ET n)asn] =d C—1> ( Sao )prrB., A25+1) 
k . : —æ 5 
L SU : ASS 

| .f sm—2s p\?r-?s 
À (8) (— 1) Gon+1 = 0 Vo r ; ei Tu-s+1 dos. 
; S=0 x 
4 Posons ensuite pour abréger 
b ; 

: Sn —= EI) =NTE © Pme 077 
(9) n Rh(p ) Ve 0 0 ie Hire 
4 nous aurons de même 
E V=n—1 

. : | 
| (10) ONU > a» )r" ’5,, 
4 v=0 
; V=2n—1 
7 D LAN BD 22 —V+1 

Sc). 
3 v=0 
£ V=n-1 
7 6 L 2n+ I) 
4 1 \ 1—2Y À 
è (12) (—1)2 [ann (n+5)s] Æ > Ci )e" VBa-yS2v+1, 
L. é VN=0 d 
! pe 
) A DIT TS P 2/1—2V+1 
À vis Le av. 
F (13) sn Ci " )(£) n—s+1 S2y 
4 v=0 
4 
| Cela posé, il est évident que les congruences 
4 h 
(14) Son = Ron(p —1)=0 (mod p), (1S7RS<EmMm—1:) 
L 
à 
# 


Ne 
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donnent tous les autres résultats trouvés dans les paragraphes XCV 
et XCVI, savoir, en premier lieu, 


(15) Ron+1(p —1) = Senr1 = Aonm1=0 (modp?), (Er mMmAN) 


De plus, nous aurons, en vertu de (3) et (12), 


2 I1\d: ee 
(16) en (a | (mod p} (1Sn<m—t), 
75) \ EL 
17 SE NT AE) lt Cf à (i£n£<m—1), 
( 7) p? 3 p P 


savoir les congruences (12) du paragraphe XCVT et (16) du para- 
graphe XCV. 


Soient ensuite 
(18) tj, Lo, La, PET lon 
l’ensemble des non-résidus de p, il est évident que le polynome 


(19) Q(T)=(t+u)(æ+is)...(X +iom) 


= g2m + bi x?2-1 + + Dies + CEA 


satisfait aussi à l'équation fonctionnelle (4). C’est-à-dire que nous 
pouvons remplacer, dans les formules (5), (6), (3), (8), les a, par 
les b, correspondants. 

De plus, posons pour abréger 


(19) Sn=In(p—1=i+i+...+i,, 


nous pouvons remplacer, dans les formules (10), (1 1), (13), lesise 


par les $, Correspondants. 


Revenons maintenant aux formules (16) et (25) du paragraphe 


récédent, savoir 
P ; 
(20) { Am=—1+pO,, 


l DE = DO 


! 


PDP 
le théorème [I du paragraphe LXX donnera respectivement 
(21) (rirers...rmPæ=(—i)n1 (modp), 


(22) (tets.ee im) =(—r" (mod p}). 


Soit maintenant » un nombre impair, Savoir M—2n +1, ce 
qui donnera 


Il 
cn 
+ 


Je 
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il résulte, en vertu de (2r}, 


(23) TA TS ee l'on EI (mod p ); 


posons ensuite 
/ 
(24) TA Tolge ee lan = (— 1) + pQ}, 


le théorème IT du paragraphe LXX donnera les congruences 


k ” CE [ 
(25) 2 2 = (1 (- nn nn on )— 1, (mod p). 


UE To l'on+) 


Soit, au contraire, 7» un nombre pair, savoir, M—2n, ce qui 
donnera 
pP—8m ET, 


il résulte, en vertu de (22), 
(26) ” litots.. lon = EI (mod p); 
posons ensuite 

nt 


(25) Üilst3 -.. Ton —(— 1) + pOQ;, 


nous aurons par conséquent 


(28) Un 1) diet ) (= 1) 0;. 


XCVIII. Des nombres premiers de la forme 4 + 3. 


Quant au nombre premier p — {4m +3, la congruence évidente 


arm+ri= — (p — a}nri1 (modp) 


montre qu'il est possible d’ordonner les résidus quadratiques et les 
non-résidus de p 
Pa TS Css so TO NE: 


(1) 


Li, Lo. T3, ..., Lom+1; 


de sorte que nous aurons toujours 


(62 Te + lom-s+2 = P; (ESSE 2m +), 
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c'est-à-dire que les deux polynomes du degré 2m +1: 


(3) fia)=(æ+n)(a+r)... (2 +Timm) 


= DNA EE QU AE. + GonT + Lim) 
(4) p(r)=(2+ü)(r +)... (er + mn) 


= gm+l Le big... + ban T + bam+i, 


sont liés par la relation 
(5) Step) rter 
Dans ce cas nous aurons 


(6) domt1i= 117273... l'ami 1—pOQ;, 


(D bamti= U bts... lbmnm=—-i+pO». 


Soient maintenant 


RON R TRS SECTE 


(8) 


tj, ts, ts, = er [A7 


les ensembles des résidus, respectivement des non-résidus de p, 
égaux à 27% + 1 au plus, savoir 


B+V=2m+I, 


les résidus, respectivement les non-résidus plus grands que 27n +1 
deviennent 
PEU D RIT NES 


DETTE DITS ROUE PPS: 


(9) 


Cela posé, la formule (6) se présente sous cette autre forme 
= Tia. Fu — A)(P —ts:). ..(p— à) = 1—pQ, 
ou, ce qui est la même chose, 


\ 


— ] — I / 
(ue) ) In IE À ii !  tatiote)pepe=ep0) 


où K est un nombre entier; c’est-à-dire que nous aurons la pro- 


, Me. ve - LP L 
Ne Ne Pi SUN PO 
let (!), relativement à la congruence de 


“ « a. 
" Me À 

bar À 
er he = 


Ro p un nombre premier de la és ME AN 0, LOU RS 


«aurons rs <' 
Free l=(—:1) (mod p), Ô ; 4 


0 


ce 14 ; ES 


—— 


Re: 


| 
où y est le nombre des non-résidus de p, égaux à 2 au plus. 


_ Posons ensuite, Conformément à la formule (20) du para- ne 
Êe graphe Fe SE 
D a NP 
; _ (r2) = Fa à " = (— mt + PEN ds Re 
MERS | ET. 


où W, est un nombre entier, il résulte, en vertu de (10), 4 


x T ; + Pa 
+i+..+2)-(ie,. ie 
ze A : “ 


| (3) Wet (+ 


ax 
+, 


ALARME, 


En È “EN 


2 Appliquons ensuite la formule (5), écrite sous la forme 


_ 


LS 


tito.. dy(p —r1)(p— T2)... (p—7u)=—1+p0, 


7] 


# 


4 La "A, 


CNE A7 


dd) 


+ 
77, 


4 


PE 


LC Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 407-408; Œuvres, t. 1, p. 107-108 (Berlin, 
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ce qui donnera 


Cela posé, il résulte, en vertu de (13) et (14), 
(15) 2,= ©, (mod p), 


de sorte que nous venons de donner une démonstration nouvelle de 
cette congruence, ‘établie dans nos recherches générales sur les 
coefficients &, et b, et sur les sommes de puissances des résidus, 
respectivement des non-résidus d’un nombre premier quelconque. 


FIN. 


PRÉFACE... 


AXE 
XIT: 
XIIT: 
KG 


XV. 
XVI. 
XVII. 
XVIII. 
XIX. 
XX. 


. Polynomes identiques 


TABLE DES MATIÈRES. 


CHAPITRE I. 


THÉORÈMES ET FORMULES AUXILIAIRES. 


SR ODIRUICNTEMTAVIDR eee Re ee nn eee Se en Se SA 
Desizérosd'unipolvnometentier etre Ne Ce 
PLatonctonsoNen) Ed ENTRER E RTE ee CT 


CHAPITRE II. 


Du CALCUL AUX DIFFÉRENCES FINIES. 


LÉO DÉEAMION A Be eue sement ennemie Trente ee 
MIPODETALTON Id ere vale der ee eee eee Damas bio ne ee Ne EN 
HDéSCoericients DInOM)AUX ester serre ere CCE 
. Développements d’un polynome. quelconque: ..::.,......... 
ADévélGppementsdiunesenlelpuIssAnCe ee ce corn 
mhemarquessureilestoperalionsiD MAD RCE CR ee Core 


CHAPITRE II. 


LES SUITES HARMONIQUES. 


Propriétés fondamentales nee CC re 
PésHonciions delBérnoulie. re --eeerc-ecbeevher "ha 


CHAPITRE IV. 
LES FONCTIONS DE BERNOULLI ET D'EULER. 


Heoremetden]aco bise dents cils animer CU ie 
ihenreme de taaDe-te eee ac ee ce cactus sie 
Hormules de Jacobirel detRaabe. 000 OI NE" 


Développements d'un polynome quelconque...................... 
Des produits B,(zx) B,(x), B,(æ) E, (x), E,,(&:) E,(æx) TT à 


396 


XXI. 
XXII. 
XXIIT. 
XXIV. 
XX V. 


XXVI. 
XXVII. 
XXVIIL. 
XXIX. 
XXX. 
XXXI. 


XXII. 
XXXIII. 
XXXIV. 
XXXV. 


XXXVI. 
XXXVII. 
XXX VIII. 

XXXIX. 

XL. 
XLI. 
XII. 


XLIIL. 
XLIV. 

XLV. 
XLVI. 


XLVIT. 


TABLE DES MATIÈRES. 


CHAPITRE V. 


LES POLYNOMES SYMÉTRIQUES 


Propriétés fondamentales. ...........................-..-.... 
Les parties principales d'un polynome quelconque................ 
Déterminations diverses des parties principales.................. 
Des zéros d’un polynome symétrique............................. 
Exemple. Polynomes de Cauchy................................. 


CHAPITRE VE 


LES SUITES RÉGULIÈRES. 


D'autres formulestrécursives sénérales "2" 
linétsuite rémulière assez générale. ee Ce en 
Exemple Formules d'Euler "RE rent ee Ce RE CEE 
Lestlonctions partielles ere. etre er CEE 


CHAPITRE VII. 


Les FoNcTioNs B,(pæ) et E,(pæ). 


Formules fondamentales. .............. PER A 
SUIteS régulIènes de PReMIÉRENES DCE 
Suilesrégulieres de deuxIéMelesSpece 
Sullesésulières deMrOISIEME Espèce ee 


CHAPITRE VIII. 


MÉTHODE DE JACQUES B£RNoOULLI. 


FormulesdelBernoullietidilu Ie eee 
Kormules réguliéresMponnies BARRE 
KormulesteéBulieres Pour Ie 
Formules récursives pour les E 
D'autres formules récursives 


pense da es) L'oeil nettes = ester 


CHAPITRE IX. 
FORMULES INCOMPLÈTES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 
Développements d'un polynome entier... 


Généralisations des formules de von Ettingshausen 
Formules de Saalschütz 


CCC 


tes eee ein eee se ses nee set 


tt. ut bonté dat AL CARE 


XEVIIT. 
NI 
IE 

LI. 


LII. 
LITE. 
LIV: 


AVE 
LVI. 
LVIT. 
LVIIT. 


LIX. 
LX. 
LXI. 
LXII. 
LXITI. 


LXEIV. 
LXV. 
EXVI. 
LXVII. 
LXVIIT. 


LXIX. 
LXX. 
LXXI. 
LXXIT. 


TABLE DES MATIÈRES. 397 


CHAPITRE X. 
FORMULES INCOMPLÈTES DE SECONDE ESPÈCE. 


3 ; ‘ Pages. 
D'ERREURS ER SOC ER A en ne ner 198 
Hhéoremessunilestragines de l'unité 1 re nn e 202 
HO HNAUIES EU APEERNRNCRClASSE RE 206 
Forrnulesuersecontenclassessmeer SU Me Tree 209 

CHAPITRE XI. 

D’AUTRES FORMULES INCOMPLÈTES. 

Apphcations:des formules 26n6rales...-: 4... 219 
Applications des fonctions ultrasphériques.........,.......,..... 218 
D’autres généralisations des formules de Knar.. ................ 222 

CHAPITRE XII. 

EXPRESSIONS EXPLICITES. 

Développements de premiere espece 2e ee 220 
Développements dedeuxieLe espece me 1220 
Développements dédrbiSTéemerRespere- ere eee LT 234 
Développementside quatrièemelespeces. ee --e--c-mosr-se 00 

CHAPITRE XII. 

DE LA NATURE DES NOMBRES DE BERNOULLI. 
HhéoremedevonStaudiiepde Clansen #0" CL PET Pere 240 
Applications du théorème fondamental.......................... 245 
héorermes dervon Staudt et de Sylvester" ne. cu 248 
D'autresthéoremes desvon Staudt- 2 rence ce 253 
Déssnombhres Met ere mec uce-rneemree de rec ce 258 

CHAPITRE XIV. 

LES CONGRUENCES DE KUMMER. 

Applications du théorème de Fermat............................ 262 
Applications sur les fonctions de Bernoulli......... En TR BA Ed 061: 266 
Des coefficients des tangentes et des nombres d’Euler..........., 269 
Désnombresde Bernoulli. .-.----:-0.0--raecrees.re.s.n,ce 279 
D'autres congruences........,..............ess.s.sssesres 279 

CHAPITRE XV. 

APPLICATIONS DES POLYNOMES SYMÉTRIQUES. 

Formules générales de première espèce..........,.............. 283 
Formules générales de seconde espèce............... AE TOO DES 286 
Des nombres A%..................:.........ee 1 80780 0400 90000) 290 
ON LA CARE ape de 00 A OT MO oO sussssese 202 
Des nombres @#,4:..:.................. 9 


398 


LXXIIT. 
LXXIV. 
LXXV. 
LXXVI. 
LXXVII. 
LXXVIIT. 


LXXIX. 
LXXX. 
LXXXI. 
LXXXIT. 
LXXXIII. 
LXXXIV. 


LXXXV. 
LXXXVI. 
LXXXVII. 


LXXXVII. 
LXXXIX. 
XC. 

XCI. 

X CII. 


XCTIT. 
XCIV. 
XCV. 
XCVI. 
XCVII. 


XCVIIT. 


TABLE DES MATIÈRES. 


CHAPITRE XVI. 
LES SOMMES DES PUISSANCES. 


Formules de Bernoulli et d’Euler................ 
D'autres développements....................... 
Formules TÉGUrSIVES. see ep 
Applications des formules générales............. 
Applications des sommes de puissances.......... 
Généralisations des sommes de puissances....... 


CHAPITRE XVII. 
LES COEFFICIENTS DE FACTORIELLE. 


Théorèmes de Lagrange et de Wilson............ 

D'autres démonstrations ee PP ee 

Théorèmes de Lagrange et de Gauss.......... 
D Dn 

Les nombres @5%,43............................ 


Les fonctions de Bernoulli 


CHAPITRE XVIII. 


LES FORMULES RÉCURSIVES DES B,. 


Hormulesetithéonemes sénÉTAUX. 


Formules d'Hermite, de Lipschitz et de Stern 
Sur les coefficients de factorielle 


CHAPITRE XIX. 


DES QUOTIENTS DE FERMAT. 


Formules fondamentales 
Les quotients d’Euler et de Sylvester 


Expressions explicites de seconde espèce 
Détermination des sommes diverses 


CHAPITRE XX. 


DES RÉSIDUS QUADRATIQUES. 


Nombre des résidus dans un intervalle donné 


Sommes de puissances 


Applications des polynomes symétriques 
Des nombres premiers de la forme 4m + 3 


FIN DE LA TABLE DES MATIÈRES, 


Expressions explicites de première espèce....... 


Analogies aux coefficients de factorielle... ...,.... 


nus 


nr. 


ee se « ve de ee 201» 


css eee se tele ete e 
stone. 


Nombre des résidus dans une suite ATTRMÉIQUE 


ss... 


CC 


Pages. 
209 
300 
304 
310 
314 
318 


324 
330 
332 
336 
338 
342 


fs l 814 9 9 £ 
1) NIELSEN N° TRAÏTE ELEME 
(=) 
T e| 
a) o 
2 — 
Zz S 
E ==o 
I =. < £ 
TE — INSERT BOOK 
mu œ MASTER CARD 
un | FACE UP IN 
| FRONT SLOT 
| CF SR. PUNH| 


MASTER CARD 


GLOBE S01144-0 


UNIVERSITY OF ARIZ 
LIBRARY 


d'RET 


vue 


LS IR 
ei. A ES 


EST + VU RNe 
IN RUES 7 
Hair 82 


Eee 
mure 
rennes 


ARS 


Pos 


ee ete 


np 2 ed ee De 
ee ne 
Cr 


À 
pe prie 
CPR 


